
は じ め に

１９世紀末のパレート分布以降，所得の規模分布の統計モデルは多数提案され

ていて，例えば Kleiber＝Kotz（２００３）において，経済分野に限定しても５０種

類以上の分布モデルが検討されている1)。その中で，関数型が単純であり母数

の数が少なく，その経済的解釈が容易なために，パレート分布と対数正規分布

とが頻繁に利用されているが，前者は所得分配の上部の裾にしか当てはまら

ず2)，後者は分布の両端の裾への当てはまりが相対的に良くないことはよく知

られている。そこで，Champernowne（１９５２）は所得の密度関数を確率過程の

結果と解釈し母数を４つもつ分布モデルを提案した3)。このモデルは上部の裾

1) 分布モデルの展望については，例えば Dagum（1990）も参照。
2) 我が国の所得データへの一般化パレート分布の適用が，吉岡（2010）で試みられ
ているが，この状況は変わらない。

3) Champernowne分布は5‐母数モデルといわれることがあるが，第5母数は標本数を
表わすので，実質的に4‐母数モデルである。
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にパレート分布を用い，それ以外の母集団もうまく記述することができるもの

だが，その融通性が高まる分，母数の数が多くなりその推定とその経済的意味

付けとが困難になっていた。そして，１９６０年代以降コンピュータの利用が一般

的になるにつれて Champernowne分布の特別の場合であり比較的当てはまりの

良い Log-logistic分布4)，観察される分布の安定性や規則性を捉えるための微分

方程式から導出される Singh-Maddala（１９７６）分布および Dagum（１９７７）分布

などが提案・利用され，さらにこの３つを統合するモデルとして，４‐母数の第

２種一般化ベータ（GB2）分布がMcDonald（１９８４）によって提示され，US家

族所得データに関して GB2のほうが４‐母数の第１種一般化ベータ（GB1）よ

りも適合度が高いことが報告されている5)。さらに，McDonald＝Xu（１９９５）は

GB2と GB1とを特別の場合に含む５‐母数の一般化ベータ（GB）を提示してい

るが，彼らによると，US家族所得に関する GBの特別の場合と GB2の母数の

推定結果は同一であり GB1の推定結果よりも適合度が高い。

一般的に母数の数が多くなればなるほど適合性がよくなるが，その母数の解

釈が曖昧になるから，４‐母数程度の分布モデルが実用上適切と思われるので6)，

本稿では我が国の所得分布に GB2が適用される7)。したがって，ここでの目的

は，今日までに我が国で行われた分布モデル間の適合度などの比較研究8)では

なく，特定のモデルを採用した場合，その母数で表わされる相対的不平等測

度（ジニ係数，Theil 測度，変動係数）および絶対的不平等測度（分散）の

時系列変動（１９７５－２００５）が従来までに解明されたノンパラメトリックな不平

等測度の変動と大筋で一致していることを明らかにすることである。また，

GB2の４‐母数の推定には最尤法が利用され，その際の最適化には４種類の手法

（Nelder-Mead，Newton-Raphson，BFGS，SANN）が採用され，その推定結果

の比較が試みられる。

4) この分布は，Fisk（1961）分布とも呼ばれる。
5) GB2は一般化 Gamma（Stacy，1962）分布も含んでおり，GB1は後者の分布とパレー
ト分布も含んでいる。

6) 母数3以上の分布モデルならローレンツ曲線の交叉を認めるモデルになる。
7) 3‐母数ベータ分布の所得分配への適用例に，Thurow（1970）がある。
8) Atoda et al.（1988），駿河（1982）．
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１．第２種一般化ベータ（GB2）分布

確率変数 Xの値を x≧０とするとき，GB2分布の密度関数はベータ関数 B

を用いて次のように定義される。

f (x) axap 1

bapB(p, q)[1 (x /b)a ]p q , a 0,b 0, p 0,q 0. 

B(p, q) zp 1(1 z)q 1
0

1
dz.

b は尺度母数であり，他はすべて形状母数である。

a＝１のとき３‐母数の第２種ベータ分布，p＝１のとき３‐母数 Singh-Maddala分

布，q＝１のとき３‐母数 Dagum分布に各々なる。また，GB2の k 次のモーメン

トは次のように表わされる。

E(X k ) bkB(p k /a, q k /a)
B(p, q)

, ap k aq. 

２．母数の推定結果

所得分配に関して分析に十分な量の個票データを入手することは困難な場合

が往々にしてあり，たいてい集計データしか公表されないことが通常である。

そのような場合にデータの補間や補外ができる9)分布モデルが利用される。特

に，所得分配のデータにおいては，分配の梯子ないしスケール上の目盛りの最

下部や最上部は打切りになっており，さらに所得区間の平均値のような代表値

が不明なことがおおい。そこで，所得分配を連続分布とみなすと分布モデルの

利用価値が高まるのである。つまり，分布モデルを採用すると少数の母数で所

得分配を記述することができ，モデルによってはいくつかの不平等測度やいわ

ゆるローレンツ曲線が母数だけで表現されることがある。

さて，我が国における所得分配の不平等性の時系列変動は，『国民生活基礎

9) Nyga°rd＝Sandström (1981).
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調査』（厚生労働省）の１７から２５所得階級データ10)を利用して１９７０年代中期か

ら２００５年頃までについて，吉岡（２００７，２００８，２０１０）において明らかにされて

いるので，ここでも同じデータが利用される。表２－１から表２－４は，総世

帯所得の度数分布に関する GB2分布の母数の最尤法による推定結果である。

最尤法を適用する際の最適化には４種類の方法（Nelder-Mead，Newton-Raphson，

BFGS，SANN）が採用され，その推定結果の比較が行われている11)。Newton-

Raphson法は２階微分可能な関数の場合に適用され，Nelder-Mead法は微分不

10) 我が国の所得分配に関する統計資料の概要とその問題点は，青木（1979），橘木・
八木（1994），吉岡（1995）などを参照。

11) 最適化の計算には R言語の optim関数が利用されている。R言語では無限大を扱う
ことができ，それを定数 Infで表わすとき，NaN＝Inf/Infである。また数値最適化に
関する解説については，例えば Fletcher（1987），Nocedal＝Wright（1999）などを参
照。

表２－１ GB2母数の推定値等：２００５年

Nelder-Mead法
母数 推定値 標準誤差 t値 p値

a ０．８１７３ ０．０１３３ ６１．５６３ ２．２０E‐１６
b ２５０１．３１ NaN NaN NaN
p ３．３３５５ ０．０５６１ ５９．４７２ ２．２０E‐１６
q １２．９０３ NaN NaN NaN

BFGS法
a １．５４８４ ０．１１１１ １３．９４０ ２．２０E‐１６
b ８０８．３１ １９．１５１ ４２．２０８ ２．２０E‐１６
p １．２６２５ ０．１５３８ ８．２０７８ ２．２５E‐１６
q ２．７１７９ ０．２６４８ １０．２６６ ２．２０E‐１６

Newton-Raphson法
a １．６１４４ ０．０９７１ １６．６３３ ２．２０E‐１６
b ７３６．１５ ０．３９０５ １８８５．３７ ２．２０E‐１６
p １．２１６１ ０．１２２５ ９．９２３５ ２．２０E‐１６
q ２．３７６８ ０．１８８４ １２．６１３ ２．２０E‐１６

SANN法（確率焼鈍し法）
a ０．８９２０ ０．００８０ １１１．５５ ２．２０E‐１６
b ４７６．４６ NaN NaN NaN
p ４．０３９２ ０．０３２１ １２５．７６ ２．２０E‐１６
q ４．４５７４ ０．００８０ ５５７．４４ ２．２０E‐１６

（資料）厚生労働省『国民生活基礎調査』各年版の度数分布により
計測。

（注）NaN : Not a Number
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可能な関数でも関数値だけで計算され頑健である。Broyden-Fletcher-Goldfarb-

Shanno（BFGS）法は関数値と勾配関数を最適化関数の曲面の近似に用いる。

Simulated-annealing（SANN）法は微分不可能な関数でも関数値だけを用い，局

所探索をランダムに行うから，局所解が多数存在する場合に有効だが一般的な

手法ではない。したがって，SANN法は参考のために採用された。最適化の数

値計算は初期値におおきく依存するが，ここでは各年および各手法に共通に

a＝２．０，b＝sample median，p＝１．０，q＝１．０と置いた。対数尤度（表２－５）

から判定して推定結果が良好な方から並べると，Nelder-Mead，BFGS，Newton-

Raphson，最後に予想通り SANNとなる12)。

図２－１は BFGS法によって推定された GB2モデルの母数を利用して描か

12) ここで採用された各年に限るかもしれないが，仮説の検定の点から前3者から選択
するなら，標準誤差などがすべて得られている BFGS法が望ましい。

表２－２ GB2母数の推定値等：１９９５年

Nelder-Mead法
母数 推定値 標準誤差 t値 p値

a １．０２４９ ０．０２４８ ４１．３３２ ２．２０E‐１６
b ６８６８．２８ ０．３８３７ １７８９９．２ ２．２０E‐１６
p ２．０１７１ ０．０９９０ ２０．３７３ ２．２０E‐１６
q ２３．６１２ ０．０８７４ ２７０．１４ ２．２０E‐１６

BFGS法
a １．８２７２ ０．１４１１ １２．９４８ ２．２０E‐１６
b １１７３．９０ １０６．５３ １１．０１９ ２．２０E‐１６
p ０．９３５２ ０．０９８８ ９．４６８５ ２．２０E‐１６
q ２．９５４０ ０．５０７１ ５．８２５３ ５．７０E‐０９

Newton-Raphson法
a ２．１３８８ ０．０１８９ １１３．３８ ２．２０E‐１６
b １０１４．３４ NaN NaN NaN
p ０．７６６６ ０．０１１１ ６９．１３５ ２．２０E‐１６
q ２．１５３０ ０．０１６０ １３４．２７ ２．２０E‐１６

SANN法（確率焼鈍し法）
a １．５６５６ ０．１１０２ １４．２０９ ２．２０E‐１６
b ５２７．４８ ０．３８４６ １３７１．６６ ２．２０E‐１６
p １．６２７４ ０．１８３０ ８．８９１７ ２．２０E‐１６
q １．７７０５ ０．１９２８ ９．１８２５ ２．２０E‐１６

（資料）表２－１に同じ。
（注）表２－１に同じ。
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れた密度関数の比較である。１９７５年の所得の分布形とそれ以降の分布形が著し

く異なっているのは，尖度の違いもあるが，データの公表時期によって所得階

級数が異なることの影響がおおきい。つまり，１９７５所得年の階級数が１７にたい

し１９８２所得年以降の階級数は今日まで一貫して２５である。密度関数の横軸の所

得の目盛り（単位：万円）は相対化されていないから，密度関数の時系列比較

の際には注意を要する。

３．不平等度の推定結果

表３－１は推定された GB2分布モデルの母数による所得不平等度の計算結

果である13)。集計データとしての標本から直接計算された不平等度のノンパラ

メトリック推定値は，集計グループ内では不平等度はゼロと仮定されているか

表２－３ GB2母数の推定値等：１９８５年

Nelder-Mead法
母数 推定値 標準誤差 t値 p値

a １．９２００ ０．１５５３ １２．３６２ ２．２０E‐１６
b ７３１．１１ ０．３９６３ １８４４．７８ ２．２０E‐１６
p １．０４９８ ０．１４２２ ７．３８０９ １．５７E‐１３
q ２．５４５４ ０．２４６３ １０．３３５ ２．２０E‐１６

BFGS法
a ２．０８９５ ０．１２１６ １７．１８３ ２．２０E‐１６
b ６８０．８２ １４．２７６ ４７．６８８ ２．２０E‐１６
p ０．９４２３ ０．０８４６ １１．１４０ ２．２０E‐１６
q ２．１３３８ ０．１８０５ １１．８２２ ２．２０E‐１６

Newton-Raphson法
a ２．３６７４ ０．０１９０ １２４．３８ ２．２０E‐１６
b ６３２．１２ NaN NaN NaN
p ０．８０１２ ０．００００ －∞ ２．２０E‐１６
q １．６９１５ ０．０１８１ ９３．６５２ ２．２０E‐１６

SANN法（確率焼鈍し法）
a ２．０４７６ ０．０１２７ １６１．１４ ２．２０E‐１６
b ４２７．１１ ０．０４２９ ９９６２．５６ ２．２０E‐１６
p １．２２０３ ０．００９５ １２９．０９ ２．２０E‐１６
q １．４１１７ ０．０２１２ ６６．６７９ ２．２０E‐１６

（資料）表２－１に同じ。
（注）表２－１に同じ。
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13) 特に，ジニ係数と Theil測度の母数表示は補論を参照。また，本稿で用いられた不
平等測度の定義式およびその性質については，Chakravarty（1990），Jenkins（1991），
Cowell（1995）などを参照。

表２－４ GB2母数の推定値等：１９７５年

Nelder-Mead法
母数 推定値 標準誤差 t値 p値

a １．１７４４ ０．０１７７ ６６．４１０ ２．２０E‐１６
b ６１９．７１ NaN NaN NaN
p ２．２７１２ ０．０３５４ ６４．２１８ ２．２０E‐１６
q ６．８８１２ ０．０５４９ １２５．２４ ２．２０E‐１６

BFGS法
a １．６８４３ ０．１４６４ １１．５０８ ２．２０E‐１６
b ３７２．５２ ２８．４０２ １３．１１６ ２．２０E‐１６
p １．３７４４ ０．１７６７ ７．７７７５ ７．４０E‐１５
q ２．８９８９ ０．５０２７ ５．７６７２ ８．０６E‐０９

Newton-Raphson法
a １．５７３１ ０．０１９２ ８１．７５４ ２．２０E‐１６
b ４１８．９０ NaN NaN NaN
p １．４７７６ ０．０２７１ ５４．５１９ ２．２０E‐１６
q ３．５１２９ ０．０１７８ １９７．３８ ２．２０E‐１６

SANN法（確率焼鈍し法）
a １．７８０９ ０．０４７７ ３７．３６２ ２．２０E‐１６
b ２２０．４７ ０．４３２０ ５１０．３５ ２．２０E‐１６
p １．６２４４ ０．０５２７ ３０．８４６ ２．２０E‐１６
q １．７２９２ ０．０７２７ ２３．７７８ ２．２０E‐１６

（資料）表２－１に同じ。
（注）表２－１に同じ。

表２－５ 最適化手法別の対数尤度

２００５年 対数尤度 １９８５年 対数尤度
Nelder-Mead法 －４５０６８．５ Nelder-Mead法 －７０４３３．０
BFGS法 －４５０８７．７ BFGS法 －７０４３３．６
Newton-Raphson法 －４５０９５．６ Newton-Raphson法 －７０４３６．１
SANN法 －４５１５７．４ SANN法 －７０５６３．３

１９９５年 対数尤度 １９７５年 対数尤度
Nelder-Mead法 －５８８３３．３ Nelder-Mead法 －５１２９１．４
BFGS法 －５８８４５．１ BFGS法 －５１３００．０
Newton-Raphson法 －５８８５１．２ Newton-Raphson法 －５１２９６．４
SANN法 －５９０５３．４ SANN法 －５１３９１．０

（資料）表２－１に同じ。
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ら不平等度の下限近辺を与えていると考えられ，比較のためのものであり，実

際ほとんどの推定でこの標本推定値は，パラメトリック推定値よりも小さな値

を示している。SANN法以外の３つの最適化手法は，どの不平等測度について

も標本推定値に近似した結果をもたらしているが，重要なのは不平等測度の変

動の方向である。相対的不平等度としてのジニ係数，Theil測度および変動係

数の標本推定値は１９７０年代中期から２００５年頃まで上昇しており，４つの最適化

手法によるほとんどの相対的不平等度の推定値が同じ変動傾向を示している

（図３－１，図３－２）14)。特に，Nelder-Mead法および Newton-Raphson法に

よる推定値は標本推定値の時系列変動と同一である。絶対的不平等度としての

14) 相対不平等測度の代表としてのジニ係数の推移が示されている。

図２－１ GB2密度関数の比較

（資料）表２－１，表２－２，表２－３及び表２－４における推定母数（BFGS法）
により作成。
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分散15)は時系列比較が可能になるように，消費者物価で調整済みである。この

調整済分散の標本推定値は１９７０年代中期から１９９０年代中期まで上昇し，それ以

降，２００５年頃まで低下しており，４つの最適化手法によるほとんどの推定値が

同じ変動傾向を示している（図３－３）16)。特に，Nelder-Mead法および SANN

法による推定値は標本推定値の時系列変動と同一である。相対不平等度にして

も絶対不平等度にしても従来までに明らかにされている１９７０年代中期から２００５

年頃までの不平等度の年次推移が17)１０年ごとの推移に再現されている。

15) 分散が絶対的不平等測度として望ましい性質をいくつかもっていることについて
は，Chakravarty and Tyagarupananda（1998）および Chakravarty（2001）を参照。

16) Newton-Raphson法による2005年についての分散は極端な値になっているから，標
本分散を含めたその他の手法による分散の推移が示されている。

17) 吉岡（2007，2008，2010）．

表３－１ 不平等度の推定結果

ジニ係数 Nelder-Mead法 Newton-Raphson法 BFGS法 SANN法 nonparametric
２００５年 ０．４００９ ０．４０８７ ０．４０５５ ０．４３６６ ０．３９６７
１９９５年 ０．３８１９ ０．３７９７ ０．３８１５ ０．４３３７ ０．３７９８
１９８５年 ０．３６１３ ０．３６２２ ０．３６１７ ０．３９３３ ０．３６１６
１９７５年 ０．３６０９ ０．３６０４ ０．３６１６ ０．３８７７ ０．３５６６

Theil測度
２００５年 ０．２６９９ ０．５５６９ ０．２８３４ ０．３４２０ ０．２６０８
１９９５年 ０．２３９５ ０．２４３５ ０．２４３８ ０．３５４１ ０．２３８８
１９８５年 ０．２１９７ ０．２２４５ ０．２２１６ ０．２８５８ ０．２２１６
１９７５年 ０．２１６２ ０．２１７７ ０．２２０８ ０．２７４２ ０．２１０４

変動係数
２００５年 ０．８１２７ １．５５８２ ０．８６５１ １．０２８５ ０．７７３１
１９９５年 ０．７３２５ ０．７６２６ ０．７５６１ １．１６９８ ０．７２８４
１９８５年 ０．７２４３ ０．７４９１ ０．７３３９ ０．９９１７ ０．７２４３
１９７５年 ０．７１１２ ０．７２１１ ０．７３４７ ０．９４２２ ０．６８６２

物価調整済分散
２００５年 ２０．２８ ８８．４６ ２４．１９ ３６．６４ １８．９３
１９９５年 ２１．６１ ２３．４３ ２３．２６ ６１．７４ ２１．３９
１９８５年 １５．６５ １６．８３ １６．１１ ３０．８４ １５．６９
１９７５年 １０．８２ １１．０６ １１．５２ ２０．０４ ７．４７

（資料）表２－１，２－２，２－３及び２－４により計算。
（注）nonparametric推定値は標本データにより計算。
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お わ り に

所得分配に関して分析に十分な量の個票データを入手できることは希で，た

いてい集計データしか公表されないことが通常であり，そのような場合にデー

タの補間や補外ができる分布モデルが利用される。特に，所得分配のデータに

おいては，所得階級の最下部や最上部は打切りになっており，さらに所得区間

の平均値のような代表値が公表されないことがおおい。そこで，所得分配を連

続分布とみなす分布モデルの利用価値は高い。

１９世紀末以降，所得分配の分布モデルが非常に多く提案されている中で，実

用上のその有用性から GB2モデルによる実証研究が１９８０年代から各国で盛ん

図３－１ ジニ係数の推移（１）

（資料）表３－１により作成。
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に行われているが，我が国における所得分配の研究ではこのモデルはほとんど

採用されない。というよりも，分布モデルの適合度の優劣の判定以外には，よ

り簡単な分布モデルでさえ最近では実証研究で利用されない18)。そこで，本稿

では我が国の所得分配の資料の１つである『国民生活基礎調査』（厚生労働省）

の世帯所得の集計データに GB2分布モデルが適用された。GB2分布の４つの

母数の推定には最尤法が利用され，その際の最適化には４種類の手法（Nelder-

Mead，Newton-Raphson，BFGS，SANN）が採用され，その推定結果の比較が

試みられた。対数尤度から判定して推定結果が良好な方から並べると，Nelder-

18) 一般化パレート分布を利用した吉岡（2010）とWeibull，Gamma，Fisk及び Lognor-
mal分布を利用した吉岡（2010a）とが例外的にある。

図３－２ ジニ係数の推移（２）

（資料）表３－１に同じ。
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Mead法，BFGS法，Newton-Raphson法，SANN法となるが，前３者の対数尤

度に大きな差はない。

次に，GB2分布モデルの４つの母数の最尤推定値による絶対的所得不平等度

（物価調整済分散）と相対的所得不平等度（ジニ係数，Theil測度，変動係数）

の計算結果が得られた。SANN法以外の３つの最適化手法は，どの不平等測度

についても標本推定値に近似した結果をもたらしている。最後に，実証上のお

おきな関心事である不平等度の変動傾向が明らかにされた。相対的不平等度と

してのジニ係数，Theil測度および変動係数の標本推定値は１９７０年代中期から

２００５年頃まで上昇しており，４つの最適化手法によるほとんどの相対的不平等

度の推定値が同じ変動傾向を示している。絶対的所得不平等度としての物価調

図３－３ 分散の推移

（資料）図３－１に同じ。
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整済分散の標本推定値は１９７０年代中期から１９９０年代中期まで上昇し，それ以降，

２００５年頃まで低下しており，４つの最適化手法によるほとんどの推定値が同じ

変動傾向を示している。相対不平等度にしても絶対不平等度にしても従来まで

に明らかにされている１９７０年代中期から２００５年頃までの不平等度の年次推移が

１０年ごとの推移に再現された。
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補論：不平等測度の母数表示

�１ ジニ係数 Giniの母数表示（McDonald, 1984）

一般化超幾何級数の特別な場合を

で定義する。ここに，a1，a2，a3，b1，b2は複素定数，x は複素変数，

(c)i
(c)(c 1) (c i 1), i 1

1, i 0 .

である。そこで，

G1= 1;)(21
/121

23 qpp
apqp

F  .

G2= 1;)(21/1
/121

23 qpap
apqp

F  .

とおき，ベータ関数 B を用いて

G3=
B(2q 1/a, 2p 1/a)

B(p, q)B(p 1/a, q 1/a)
 .

と表わすとき，ジニ係数は

Gini＝G３｛（１／p）G１－（１／（p＋１／a））G２｝．

と表わされる。

�２ Theil測度の母数表示（McDonald＝Ransom, 2008）

プサイ関数 Ψをガンマ関数 Γで次のように定義し，

(x) d log (x)
(x)

 .

b (p 1/a, q 1/a)
(p, q)

 .
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と表わすとき，Theil測度は

Theil＝（１／a）｛ Ψ（p＋１／a）－Ψ（q－１／a）｝＋log（b/μ）．

と表わされる。
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