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  加藤（2016）では，マルコフ完全産業動学（Markov-perfect industry dynamics）

の基本モデルである Ericson&Pakes モデルを取り上げ，モデルの構造とマルコ

フ完全ナッシュ均衡の性質について解説した。これを踏まえて，本稿では，

Ericson&Pakesモデルの数値解析に焦点を当てた Pakes and McGuire（1994）の

アルゴリズムについて解説していく。また，Pakes, Gowrisankaran and McGuire

（1993）は，Pakes&McGuireアルゴリズムを実行するプログラムについて言及し

ているので，併せて解説する。コードはMATLABⓇで記述する1)。 

 

１．モデルの設定 

（1）モデルの設定 

・離散無限期間において，企業の間で競争が展開される産業を考える。 

・産業で収容できる最大の企業数は N社である。これを「N社問題」と呼ぶこと

にする。 

・割引因子は である。 

                           
1) Pakes, Gowrisankaran and McGuire（1993）のコードは，C言語および GAUSSで記述され
ていたが，現在入手できるコードはMATLABⓇで記述されている。MATLABⓇのコードは，
以下のサイトから入手できる。 
https://scholar.harvard.edu/pakes/pages/pakes-maguire-algorithm-0 
また，R. Goettlerにより改良されたコードは次のサイトから入手できる。 
http://goettler.simon.rochester.edu/research/GG_QME_code/GG_QME_code.html 
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・各企業は効率性パラメータ を持っている。この効率性は確率的に決まり，

企業ごとに値が異なるので，企業の異質性を表現する2)。 

・産業で生産活動をしている既存企業は，退出するか，事業を継続するかのど

ちらかを毎期間決定する。 

・事業を継続するときは，投資の支出額（投資水準）xを決定する。 

・退出するときは，直ちにスクラップ価値 を得る。退出する期間に関係なく

スクラップ価値は一定である3)。 

・潜在的な参入企業が存在し，既存企業の数が N 社未満であるときに限り参

入が可能である。また毎期間，参入できる企業数は１社のみである4)。 

・第 t期に参入を決定した参入企業は，１期間待ってから，第 t＋1期の期初に効

率性 eが定まり，投資水準を決める。第 t期には投資をせず，また利潤を得る

ことはない。 

・参入費用 xe は， ],[ e
H

e
L xx 上の一様分布に従う確率変数である5)。ただし xe＞

とする。 

 

（2）効率性パラメータについて 

・実現可能な効率性の集合は },,1,0{ である。ただし N とする。 

・ の値が大きい効率性を持つ企業ほどより効率的である。 

・毎期間， の値は確率的に変動する。次期の効率性 は，今期の効率性 と

投資水準，および産業外部の要因に影響を受ける。次のような関係がある。 

＝ ＋ － .                       （1） 

                           
2) 具体的には， は自社の需要（ベルトラン競争），もしくは生産費用（クールノー競争）
に影響を与える。 

3) は退出時に回収できる価値，あるいは代替的な選択肢に投資したときの収益と解釈で
きる。 

4) m社が同時に参入するときの参入費用を e
mx とするとき， ee xx1 ， ex2 としたケー

スであると解釈すればよい。 
5) 参入費用がランダムに決まり，参入確率が連続的に変化するので，参入により既存企業
の価値関数が不連続に変化することを回避でき，均衡値への収束の問題を解決する。 
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・確率変数 は企業間で独立に決まり，企業ごとに実現する値が異なる。 の値

がどのような確率で実現するかは，投資水準 xにより決まる。この確率を Pr( | x)

と表す。xと Pr( | x)の間に以下の関係が成立する6)。 

,00
00)|Pr(

x
x                  （2） 

0)|Pr(
2

2

x
x .                       （3） 

すなわち，ある  ＞0について，投資支出が大きいほどその値が実現する確率

は高まるが，効果は逓減的である。また，投資をしないときは確実に  ＝0が

実現する。つまり， 

Pr( ＝0| x＝0)＝1.                      （4） 

・確率変数 は産業全体に影響を与えるショックで，どの企業についても同じ値

が実現する。したがって，どの企業の効率性に対しても同じように影響を与え

るので，効率性の変化が企業間で相関する要因となる7)。 が実現する確率を

Pr( )とする。 

・参入企業の効率性 eは外生的に与えられる。この効率性も の影響を受ける。

また，参入決定時には投資をしないので， ＝0である。したがって，参入企業

の効率性は e － となる。 

・効率性０は空きスロット（empty slot）であり，その企業が産業で活動していな

いことを意味する。退出した企業の効率性は０となる8)。 

・効率性が最大水準 に達すると，投資をしないことが最適となる9)。したがっ

て，効率性は を超えて上昇することはない。 

                           
6) クーン＝タッカー条件を満たす投資水準が，一意に定まるための条件である。 
7) 具体的には，産業の外で販売される外部財（outside goods）の品質が上昇したり，生産
要素価格が上昇したりすることである。 

8) 企業 2が退出したときに企業 1が得る利潤は， (( 1, 0), 1) = ( 1)と独占利潤になる。 
9) Ericson and Pakes（1995）で証明されている。 

産業動学に関する研究ノート（数値計算編）(1) － 65 －



・全企業が持つ効率性を並べたベクトル（配列）  = ( 1, , N)を産業構造

（industrial structure）と呼ぶ10)。 },,1,0{n は企業 nの効率性である。 

・( , n) = (( 1, , N), n)を，企業 n  {1, , N}の状態（state）と呼ぶ。すなわち，
産業構造と自社のインデックス（産業構造における自社の位置）の組み合わせ
である11)。 

・政策（投資水準，参入，退出）は，状態( , n)によって決定される（マルコフ戦
略）。 

 

（3）産業構造集合の制限 

  アルゴリズムは，すべての産業構造を巡回し，均衡における価値関数および投
資関数の値を算出する。実現可能な産業構造の集合は N},,1,0{ であり，その濃
度は N)1( である。したがって，計算量は Nについて指数関数的に増加する。
そこで，数値計算の負担を軽減するために，実現可能な産業構造の集合を， 

}},,1,0{|),,{( 211 iNN .      （5） 

と制限する12)。つまり，企業を効率的な順に並び替え，企業のインデックスが大
きいほど，より非効率的な企業とする13)。このとき産業構造集合の濃度は， 

                           
10) Ericson and Pakes（1995）では，効率性 ),,1,0( を持つ企業数の分布を産業構造として
いる。 

11) 例えば，状態((7, 5, 5, 2), 3)について，自社は企業 3であり，効率性は 5である。 
12) 企業 nの価値関数や政策関数を一般的に fn( )で表す。また， n = ( 1, , n  1, n + 1, , 

N)とする。 N
nnf 1)}({ が対称であるとは， 

fn( n, n) = fm( n, n) 

となることである。したがって，企業のインデックスを区別する必要がないので，fn( )
を f ( )と書くことができる。f ( n, n)が匿名（交換可能）であるとは， nの置換 ( n)
について， 

f ( n, n) = f ( n, ( n)) 

となることである。つまり，( 1, , n  1, n + 1, , N)を並べ替えて( (1), , (n  1), 
(n + 1), , (N))としても，関数の値は変わらない。価値関数や政策関数の対称性と匿名

性を仮定すると，産業構造集合を(5)式のように制限することができる。企業の違いは，
その企業の状態( , n)だけに集約される。 

13) 例えば，((7, 5, 5, 2), 1)と((2, 5, 7, 5), 3)は同じ状態であり，価値関数と投資関数は同じ値
を出力する。 
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となり，計算量は Nについて多項式的に増加するに過ぎない。 

 

２．アルゴリズム 

2.1  アルゴリズム 

  Pakes&McGuireアルゴリズムは，状態( , n)，   ，n  {1, , N}について，

１期間の利潤関数{ ( , n)}を入力して，マルコフ完全ナッシュ均衡が生成する価

値関数の実現値{V( , n)}と投資関数（政策関数）の実現値{x( , n)}を出力する14)。

マルコフ完全ナッシュ均衡が生成する価値関数と投資関数とは，次の２つの条

件を満たすものである。すべての状態( , n)，   ，n  {1, , N}について，

ⅰ）投資関数を所与として，価値関数 V( , n)はベルマン方程式 

),,|),((E),(sup),( 1 Nn
x

xxnVxnnV
n

        （7） 

を満たす。ⅱ）価値関数を所与として，投資関数 x( , n)は（7）式右辺に関するクー

ン＝タッカー条件を満たす。 

  産業構造ベクトル を巡回して均衡を求めることは計算の負担が大きいため，

エンコード関数 encode により を自然数の定数 },,1{ wz に変換し，z を巡回

して計算する。ただし #w である。各状態(z, n)に対して，エンコードされた

産業構造 zを行番号，企業のインデックス nを列番号とすることで，利潤関数は

 = { (z, n)}，価値関数は V = {V(z, n)}，投資関数は X = {x(z, n)}と，行列（２次元

配列）で扱うことができる。エンコードされた産業構造 zは，デコード関数decode
により，産業構造ベクトル   に復元できる。 

  効率的に計算するために，問題を N社よりも少ない N0（＜N）社に制限し，そ

                           
14) 例えば，V((12, 9, 9, 2, 1), 4)は産業構造(12, 9, 9, 2, 1)における企業 4の価値関数であり，
企業 4の効率性は 2となる。 
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のマルコフ完全ナッシュ均衡を求める。N0 = 1からスタートして，N0 = Nに到達

するまで，N0 社問題の均衡を求めるたびに企業数を１社ずつ増やして，新たに

N0 + 1社問題の均衡を求めていく。 

  N0社問題では，均衡値を反復法により求める。i 回目の反復では次のような処

理が施される。ある産業構造 },,1{ wz において，企業 n  {1, , N0}が得る価

値関数 V(z, n)を考える。i  1回目の反復で計算された価値関数の推測値 V(i  1)を，

ベルマン方程式から構築される反復式 

),,|),((E),(sup),( 1
)1()(

N
i

n
x

i xxnVxnnV
n

      （8） 

に入力することで，その推測値を改良した新しい推測値 V(i)を出力する。具体的

には，次のような処理がなされる。まず，（8）式右辺で規定される期待割引現在

価値を計算し，それを最大にする投資水準を求める。これが i 回目の反復で導か

れる投資関数の推測値である。さらに，最大化された期待割引価値を計算して，

i 回目の反復で導かれる価値関数の推測値とする。そして最後に，メモリに格納

されている古い推測値 V(i  1)を，新しい推測値 V(i)に書き換える。この反復処理を

何度も繰り返すことで，推測値が均衡値に収束する。収束した価値関数の値とそ

れを最大化する投資水準が，状態(z, n)の均衡値となる。 

  すべての状態について上述の反復を完了させ，zをデコードして に戻すことで，

任意の状態( , n)に対する均衡価値および均衡投資水準が明らかになる。この対応

関係が，マルコフ完全ナッシュ均衡が生成する価値関数と投資関数となる。 

  このようにして N0社問題の均衡が求まると，次に N0を N0 + 1と増やして同様

の処理を行う。その際， N0 社問題で得た均衡の価値関数と投資関数を，反復に

おける初期推測として用いる。プログラムでは，関数 updateを呼び出してこの
処理を行う。 

  産業構造ごとに，すべての企業の均衡価値と均衡投資水準を求めることになる

が，効率性の大きい企業から順番に行うと，計算の処理速度が向上する。産業構

造集合 の設定から 1  2  3  となるので，企業１，企業２，企業３，

の順番で計算していく。反復式には他社の投資水準が含まれており，その予測が

必要となる。i 回目の反復では，予測を次のように設定する。企業 n の反復式を
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構築するとき，企業１， ，企業 n  1の投資水準は，すでに計算された i回目の

反復における投資水準を用いる。他方，企業 n + 1， ，企業 N0の投資水準は，

i  1回目の反復で得られた投資水準を用いる15)。 

 

・退出 

  複数企業の間に生じる様々な退出パターンをすべて考慮すると，複数均衡の問

題を避けて通ることはできない。均衡の一意性を保証するために，退出政策を次

のようなものに制限する。 

退出政策：自社よりも高い効率性を持つ企業が退出するときは，自社も退出

する。 

この退出政策を前提とすると，すべての企業について退出決定を考えなくても，

V = となる企業のインデックスを見つけるだけで十分である。それよりも大き

なインデックスを持つ企業は退出する。 

 

・参入 

 退出が完了した後の産業構造を †として，産業で活動中の企業数を m( †)とす

る。m( †)は †の要素の中で，値が正となる要素の個数である。ここで，m( †) = N0

ならば参入は確実に起こらない。m( †)＜N0ならば，ある確率で参入が発生する。

つまり，既存企業の一部が退出しており， †に空きスロット０がある限り，参入

の可能性がある。ただし，空きスロットがいくつあろうとも，参入できる企業は

１社のみである。参入企業は，自社以外の参入はないものと予想する。参入価値

Ve( †)を計算し，参入費用が xe  Ve( †)となるときに参入する。参入費用は確率変

数であるから，参入が発生する確率が， 

( †) = Pr(xe  Ve( †))                    （9） 

                           
15) i回目の反復では，他社の投資水準の予測として，x(i  1)あるいは x(i)を使う。反復を繰り
返すと，これらの推測値も均衡値に収束するので，ナッシュ均衡の概念と合致する。 
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と定まる。プログラムにおいて，この確率は関数 chkentryを呼び出すことで計
算される16)。 

 

・価値関数および投資関数の推測値 

  プログラムでは，関数 contractを１回呼び出すことで，反復が１回実行され
る。関数 contractは，各々の産業構造 },,1{ wz に対して関数 optimizeを
その都度呼び出す。関数optimizeは，投資関数行列の第 z行[x(z, 1), , x(z, N0)]，

およびと価値関数行列の第 z行[V(z, 1), , V(z, N0)]を参照する。これらの配列には，

前回の反復で算出された推測値が格納されている。これらの値を用いて，企業 n  

{1, , N0}が産業構造 zで得る期待割引現在価値 (z, n) + EV(z , n)を計算し，それ

を最大にする投資水準を求める。この投資水準を均衡投資関数の新しい推測値と

し，また最大化された期待割引現在価値を均衡価値関数の新しい推測値として，

それぞれ投資関数行列の第 z行と価値関数行列の第 z行に上書きして，推測値を

更新する。 

  また，関数 optimizeは退出する企業を特定し，その企業の効率性を 0と置い

て産業構造を変更する（つまり を †に変える）。退出する企業が存在しなければ，

産業構造はそのままにする（つまり † = ）。さらに，参入が発生したときの産業

構造（ †の要素に e を含める）と，参入が発生しなかったときの産業構造（ †

に変更を加えない）を考え，それぞれの期待割引現在価値を計算する。前者は確

率 ( †)で，後者は確率 1  ( †)で実現するので，関数 chkentryを呼び出して
参入確率 ( †)を出力し，加重平均を取って期待値を計算する。 

                           
16) N0 = 5，  = ( 1, 2, 3, 4, 5)の具体例で考える。企業３の価値関数が， 

V(( 1, 2, 3, 4, 5), 3) =  

となるならば，企業 3は退出する。このとき，企業 4，企業 5も退出する。したがって，
退出が完了した後の産業構造は † = ( 1, 2, 0, 0, 0)となる。次期の産業構造は，確率 ( †)
で( 1, 2, e, 0, 0)，確率 1  ( †)で( 1, 2, 0, 0, 0)となる。 
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N0 = 1, , N 

 
i = 1, 2,  

 
  wz ,,1  

 
n = 1, , N0 

  V(i)(z, n)  

  x(i)(z, n)  

 

V(z, n)  V(i)(z, n) 

X(z, n)  x(i)(z, n) 

 

t                                                                 

                                         = ( 1, 2)                        locw 

 
                                      ( , 1) 

 

 
                                               

 

                        † = ( 1, 0)                       † = ( 1, 2)       locwx 

 
                         

 

              † = ( 1, 0)            † = ( 1, 0)            † = ( 1, 2)       locwe 

 
     x(( 1, 2), 1)           x(( 1, 2), 1)            x(( 1, 2), 1) 

 
t + 1  

              1,               1,                1,  

 

           = ( 1 + 1  , e  )   = ( 1 + 1  , 0)     = ( 1 + 1  , 2 + 2  ) 

 
                                      ( , 1) 

図１ アルゴリズムのループ構造

図２ ２社問題における産業構造の変化
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2.2  １社問題 

  アルゴリズムは N0 = 1からスタートする。独占企業が産業で活動しており，参

入脅威はない。実現可能な産業構造は },,1,0{ である。効率性 を持つ企

業の１期間の独占利潤を ( )とすると，ベルマン方程式は次のようになる17)。 

VTxVxV
x

1})Pr()|Pr()()(sup,{Max)( .（10） 

次期の効率性は，今期の効率性 と確率変数 ， によって決まり，さらに今期

の投資水準 xが次期の の実現確率に影響を与える。（10）式の右辺は， ， につ

いての期待値を計算しており， , に関する和は，そのサポートについて足し合

わせる。supを達成する xが，効率性 に対する均衡投資関数 x( )となる。 

  T1はモジュール の縮小写像であるから， 

V*＝T1V*                         （11） 

を満たす一意の不動点 V*が存在する。したがって，ベルマン方程式（10）の解 V*( )

がただ１つ存在する。この解が均衡価値関数となる。 

  数値計算では，不動点 V*を次の反復式を用いて求める。 

V(i)＝T1V(i  1)（i = 0, 1, ）.                 （12） 

反復式の具体的な形は次式のようになる。 

})Pr()|Pr()()(sup,{Max)( )1()( xVxV i

x

i .（13） 

supを達成する解を求めることで，均衡投資関数の推測値 x(i)( )を得る。これを（13）

式右辺に代入すると，均衡価値関数の推測値 V(i)( )が導かれる。 ,,1,0 に

ついて，x(i)( )と V(i)( )の値を求めていく。 

  i  とすると V(i)  V*となることから，反復回数を増やすほど，均衡価値関

数の推測値 V(i)は真の値 V*に近づく。 

  次に反復の停止条件を考える。価値関数の距離を， 

                           
17) 状態( , 1)を単に と書くことにする。 
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)()(Max )1()()1()( iiii VVVV              （14） 

と定義する。V*と V(i)との誤差が許容水準 よりも小さくなれば，反復を停止す

る。すなわち， 

停止条件： )(* iVV                   （15） 

となるならば，i 回目の反復で計算を打ち切り，V(i)を均衡価値関数の近似値とす

る。ここで，縮小写像定理より，次の関係式を得る（Stokey&Lucas (1989)，Stachurski 

(2009)）。 

)1()()(

1
1* iii VVVV .               （16） 

それゆえ， 

)1()()1( ii VV                    （17） 

であるならば，（15）式が満たされる。そこで， 

＝ (1－ )                        （18） 

として，停止条件を以下の式に帰着させる。 

停止条件： )1()( ii VV .                （19） 

  反復を停止したときに得られる均衡価値関数の推測値を V( )とする。また，こ

の値を実現する投資水準を x( )とする。V( )，x( )が，均衡価値関数と均衡投資関

数の近似値となる。 

  最後に，反復の開始に当たり必要となる初期推測について述べる。価値関数の

初期推測として，任意の有界関数を用いてもよい。例えば次のように設定する18)。 

                           
18) Pakes, Gowrisankaran and McGuire（1993）のコードでは， 

V(0)( )  1 + 0.1  

としている。 
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V(0)( )  ( ).                       （20） 

また，投資水準の初期推測を次のようにおく。 

x(0)( )  0.                        （21） 

 

2.3 ２社問題 

  次にN0＝2について考える。企業１の効率性を 1，企業２の効率性を 2とする。

1  2である。企業１の価値関数 V(( 1, 2), 1)に関するベルマン方程式を考える。

( 1, 2)の値に応じて，企業２が産業で活動する場合と，産業から退出する場合が

あり，それぞれの状況でベルマン方程式が異なる。また，企業２が退出するとき

は，参入の可能性を考慮する必要がある。企業２の価値関数が 

V(( 1, 2), 2) >                       （22） 

となる( 1, 2)について，企業２は産業で活動している。他方， 

V(( 1, 2), 2) =                       （23） 

となる( 1, 2)について，企業２は産業から退出する。このとき， 2 = 0となるの

で，企業２の効率性は空きスロットとなり，参入の余地がある。 

  参入企業は参入を決定した期には利潤を得ず，また投資もしない。一方，企業

１はその期に x(( 1, 2), 1)の投資をしている。これらを勘案すると，参入価値は

次のようになる。 

1

)Pr())1),,((|Pr()2),,(()0,( 211111 xVV ee . （24） 

参入確率は， 

( 1, 0) = Pr(xe  Ve( 1, 0))                  （25） 

として求められる。次期の産業構造は，確率 ( 1, 0)で  = ( 1 + 1  , e  )とな

り，確率 1  ( 1, 0)で  = ( 1 + 1  , 0)となる。 
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  以上を踏まえると，企業１のベルマン方程式は次のように場合分けができる。

企業２が市場に留まるとき，すなわち， 

( 1, 2)  {( 1, 2)| V(( 1, 2), 2) > }             （26） 

となる産業構造について，ベルマン方程式は， 

xV
x

)1),,((sup,{Max)1),,(( 2121
 

)}Pr()|Pr()|Pr()1),,((
1 2

2212211 xxV  （27） 

となる。企業２が産業から退出するとき，すなわち， 

( 1, 2)  {( 1, 2)| V(( 1, 2), 2) = }             （28） 

となる産業構造について，確率 ( 1, 0)で参入が発生し，ベルマン方程式は次の

ようになる。 

})Pr()|Pr()1),,((),(sup,{Max)1),,((
1

1112121 xVxV e

x

.（29） 

他方，確率 1  ( 1, 0)で参入は起こらず，ベルマン方程式は次式で与えられる。 

})Pr()|Pr()1),0,((),(sup,{Max)1),,((
1

1112121 xVxV
x

. （30） 

  次に反復式を考える。i回目の反復では，期待割引現在価値の計算に V(i  1)を使

う。また，競合企業の投資水準に関する予測には x(i  1)を用いる。まず参入価値は， 

1

)Pr())1),,((|Pr()2),,(()0,( 21
)1(

111
)1(

1
ieie xVV   （31） 

と計算される。 

  ベルマン方程式から構築される反復式を考える。指示関数を I{ }として， 

I1 = I{( 1, 2)| V(i  1)(( 1, 2), 2) = }             （32）

とおく。また，企業２の投資水準に関する予測を以下に定める。 

x2  x(i  1)(( 1, 2), 2).                   （33） 
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これより反復式は次のようになる。 

xV
x

i )1),,((sup,Max)1),,(( 2121
)(  

1 2

)Pr()2),,((|Pr()|Pr()1),,(()1( 21
)1(

212211
)1(

1
ii xxVI  

)Pr()|Pr()1),0,(()}0,(1{)1),,(()0,( 111
)1(

111
)1(

11
1

xVV ieiI  

 T2V(i  1).                             （34） 

  均衡投資関数の推測値 x(i)は，以下のクーン＝タッカー条件を満たす。I1 = 0の

とき， 
 

01)Pr())2),,((|Pr()|Pr()1),,((
1 2

21
)1(

2

)(
1

2211
)1()( i

i
ii x

x
xVx  

 x(i)  0. （35） 
 
I1 = 1のとき， 
 

1

)]1),0,(()}0,(1{)1),,(()0,([ 11
)1(

111
)1(

1
)( ieii VVx  

01)Pr()|Pr( )(
1

x
x i

 x(i)  0. （36） 

（35）式ないし（36）式を満たす x(i)(( 1, 2), 1)を求めて，反復式（34）右辺の xに代

入することで，均衡価値関数の推測値 V(i)(( 1, 2), 1)を得る。V(i) = となるならば，

企業１は産業から退出するので，x(i)(( 1, 2), 1) = 0と設定する。 

  反復式 

V(i) = T2V(i  1)                       （37） 

について，i  とすると，V(i), x(i)はマルコフ完全ナッシュ均衡が生成する価値関

数と投資関数に収束する。停止条件（19）が満たされるまで反復を繰り返す。反復
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を打ち切ったときに得られた推測値 V( ), x( )を，マルコフ完全ナッシュ均衡が生

成する価値関数と投資関数の近似値とする。 

  企業１の退出政策を 
 

                       1（継続） 

                       0（退出） 
 

とすると，均衡における退出政策は， 

V( )(( 1, 2), 1) >   (( 1, 2), 1) = 1,             （39） 

V( )(( 1, 2), 1) =   (( 1, 2), 1) = 0            （40） 

によって求められる。 

  初期推測として，１社問題で導かれた均衡価値関数 V( )( )と均衡投資関数

x( )( )を用いる。すなわち， 

V(0)(( 1, 2), 1)  V( )( 1),                  （41） 

x(0)(( 1, 2), 2)  x( )( 2)                  （42） 

とする。 

 

2.4  ３社以上の問題 

  N0 = 3について考える。アルゴリズムは N0 = 2のケースと同様である19)。初期

推測として，２社問題で得られた均衡価値関数と均衡投資関数の近似値を用いる。

価値関数の初期推測を， 

V(0)(( 1, 2, 3), n)  V( )(( 1, 2), n)（n =1, 2）,         （43） 

V(0)(( 1, 2, 3), 3)  V( )(( 1, 3), 2)             （44） 

                           
19) † = ( 1, 0, 0)のとき， の性質から，参入が起こると † = ( 1, e, 0)となる。 

(( 1, 2), 1) =                        （38） 
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とし，競合企業の投資水準について，初期推測を， 

x(0)(( 1, 2, 3), n)  x( )(( 1, 2), n) （n =1, 2）,        （45） 

x(0)(( 1, 2, 3), 3)  x( )(( 1, 3), 2)              （46） 

とする。 

  一般的に，N0社問題では，N0  1社問題で導かれた均衡価値関数 V( )を初期推

測として用いる。すなわち， 

.)1),,,,((

)),,,((
),(

021
)(

011
)(

)0(

00

0

NnnV

NnnV
nV

NN

N    （47） 

投資関数も同様に， 

.)1),,,,((

)),,,((
),(

021
)(

011
)(

)0(

00

0

Nnnx

Nnnx
nx

NN

N    （48） 

また，企業 nの期待割引現在価値を計算するとき，競合企業 kの投資水準 xkに関

する予測を次のように設定する。 

.,,1)),,,((

1,,1)),,,((

01
)1(

1
)(

0

0

Nnkkx

nkkx
x

N
i

N
i

k
          （49） 

 

３．産業構造のコーディング 

3.1  産業構造のエンコード 

  産業構造ベクトル( 1, , N)を自然数の定数にエンコードする。エンコードさ

れた値は産業構造のインデックスとして用いられる。コーディングの方法として，

二項エンコーディング法（binomial encoding scheme）を採用する。 

  二項係数行列 Binomを次のように定義する20)。 

                           
20) 0! = 1とする。 
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Binom(a, 1) = 0（a = 1, 2, ）,                （50） 

)!1()!2(
)!1(C),(Binom 21 kak

aka ka
（a = 1, 2, ; k = 2, 3, , a + 1）.（51） 

 

Binom(a, a + 2), Binom(a, a + 3), は考えない（その要素を０としておく）。行列

Binomは次のような形をしている。 

1721353521710
16152015610

151010510
146410

13310
1210

110
10

Binom
.         （52） 

プログラムでは，以下の関係式を用いて Binomを構築する。 

Binom(a, k) = Binom(a  1, k) + Binom(a  1, k  1).       （53） 

（6）式より，# は Binomの要素により次のように表される。 

!!
)!()2,1(Binom#

N
NN .           （54） 

エンコードした自然数の集合を Dとする。Dに含まれる要素は，すべての産業構

造   をエンコードしたものであり，その値は産業構造の間で重複しないこと

が要求されるので，  

#  = #D                         （55） 

を満たす必要がある。したがって， 

}#,,1{D                       （56） 
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となるようにエンコードする。さらに次のようにおく。 

#w .                         （57） 

  エンコード関数は enc :   Dであり，   を z  Dに対応させる。Binomを

用いて，エンコード関数を以下のように設定する。  = ( 1, , N)に対して， 
 

N

j
jj jN

1
)1,1(Binom1)(enc .          （58） 

このエンコード関数は，各 1, , Nに対して次のような処理を行うことで，自

然数を出力する。企業 Nの効率性 Nは Binom( N + 1, N + 1)に対応させ，企業

N  1の効率性 N  1は Binom( N  1, N  1 + 1)に対応させ， ，企業 1の効率性

1は Binom( 1 + N, 1 + 1)を対応させる。つまり，ある水準の効率性 に対応す

る要素はすべて Binomの第  + 1列に含まれている21)。そのうち企業 nは対角成

分 Binom(  + 1,  + 1)から N  n行だけ下にある要素に対応させる。これらをすべ

て足し合わせて，さらに 1を加えることで，エンコードした自然数を出力する22)。 

 

3.2  産業構造のデコード 

  エンコード関数（58）は全単射であることが証明されている（Pakes, Gowri- 

sankaran, and McGuire (1993)）。つまり，ある   に対してただ１つの自然数 z  

Dが対応し，任意の自然数 z  Dに対して   が存在して enc( ) = zとなる。関

数 encが全単射ならば，自然数 z  Dを産業構造ベクトル   に写す逆写像が

存在する。したがって，逆関数 enc 1がデコード関数であり，enc 1(z) = となる。 

  自然数 z のデコーディングは，次の手続きにより実行される。まず，z から 1

を引いて23)， 

                           
21) に 1を足すのは，効率性 0を Binomの第 1列に対応させるためである。 
22) Binom( j + N  j + 1, j + 1)は，すべての   を }1,,0{ ww に写す。MATLABⓇ

では，配列は 1からインデックスが始まるので，1を足して },,1{ ww とする。 
23) エンコーディングで， Binom( j + N  j + 1, j + 1)に 1を足したので，デコーディング
ではエンコードされた値から 1を引く。 
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1 = Max{x| Binom(x + N, x + 1)  z  1}            （59） 

なる整数 xを見つける。つまり，Binom(N , 1), Binom(N + 1, 2), Binom(N + 2, 3), 

のうち，値が z  1より大きくならない要素で，最大の値をとるものを見つける。
この整数を 1とし，最大の値を Binom( 1 + N, 1 + 1)とする。次に， 

z1 = z  1  Binom( 1 + N, 1 + 1)               （60） 

として， 

2 = Max{x| Binom(x + N  1, x + 1)  z1}            （61） 

と定める。同様にして， 

z2 = z1  Binom( 2 + N  1, 2 + 1)               （62） 

として， 

3 = Max{x| Binom(x + N  2, x + 1)  z2}            （63） 

と定める。これを繰り返して， 
1

1
1 )1,1(Binom1

N

j
jjN jNzz ,          （64） 

N = Max{x| Binom(x + 1, x + 1)  zN  1}            （65） 

と定める。こうして，デコードされた産業構造( 1, , N)を得る。 

  プログラムでは，計算の効率を上げるため，ルックアップ・テーブル etable，
dtableを用いてコーディングをする24)。etableは N)1( 次元ベクトルであり，

N)1( 個の産業構造ベクトルを関数encodeでエンコードした値を格納する25)。
                           

24) ルックアップ・テーブルとは，計算の効率化のために使用する配列である。あらかじめ
先に計算をしておき，その計算結果を配列に保存しておく。ルックアップ・テーブルを使
用することにより，複雑な計算を避けて，配列の参照という単純な作業で代替できる。 

25) 産業構造( 1, , N)と，それを並べ替えた（ の要素ではない）産業構造( (1), , (N))
は，エンコード関数に入力すると同じ値が出力されるが，etableでは異なる場所に格納
される。 
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dtableは N × # 行列であり，自然数 zを関数 decodeでデコードした N次元
ベクトルを dtable( , z)に格納する。 

 

４．確率分布の特定化 

  数値計算を実行するためには， と の確率分布を特定化する必要がある。 , 

のサポートを   {0, 1}，   {0, 1}とする。したがって，今期の効率性が のと
き，次期の効率性 は以下の値を取る。 
 

  1（( , ) = (0, 1)のとき） 

 =  +    =      （( , ) = (0, 0), (1, 1)のとき）      （66） 

 + 1（( , ) = (1, 0)のとき）. 
 

の確率分布を次のように設定する26)。 
 

.0
1

1

1
1)|Pr(

ax

ax
ax

x               （67） 

 
aは投資の効果を示す定数である。この確率分布は， 

Pr(  = 0| x = 0) = 1,                     （68） 

Pr(  = 1| x = 0) = 0                     （69） 

を満たす。 の確率分布を次のように設定する。 
 

   （  = 1のとき） 

1  （  = 0のとき）. 
 
ただし，   [0, 1]である27)。 
                           

26) 0)|1Pr(
x

x ， 0)|0Pr(
x

x ， 0)|Pr(
2

2

x
x が満たされるように確率を特定化する。 

27) 参入企業の効率性は， eか e  1のどちらかに定まる。 

Pr( ) =                          （70） 
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  反復式は次のようになる。 

xnnV
x

i ),(sup,Max),()(  

1

0

1

0

1

0

†)1(††)1(†

1

)],()}(1{),()([
N

e
nVnV i

n
ei iie  

)Pr()|Pr()|Pr()|Pr()|Pr()|Pr( )1()1(
11

)(
11

)(
11

i
NN

i
nnn

i
nn

i xxxxx .（71） 

ここで，neは参入企業のインデックスであり， 

ne = m( †) + 1                       （72） 

を満たす。また， 

)0,,0,,,( 11
†

en                   （73） 

)0,,1,,0(
ene                      （74） 

               ne番目 

)0,,0,,,( 11 en                    （75） 

i = (1, , 1,0, , 0)                     （76） 

             ne個 

である。退出が起こらないときは，（71）式の反復式について， † = とする。ま

た，m( †) = N0のときは ( †) = 0とする。 

自社の確率をマスク処理して，他社の確率について期待値を取った価値を次の

ように定義する28)。 

                           
28) この場合のマスク処理は，自社の確率には 0をかけて，他社の確率には 1をかけるもの
である。マスク処理をされた期待値は，前者は取り除いて後者だけをかけ合わせて計算さ
れる。 
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Calcval( †, n) = 
1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

†)1(††)1(†

1 1 1
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n n N
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nVnV i
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ei iie  
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i
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nn

i
nn

i xxxx     （77） 

（71）式は次のように書き換えられる。 

),(Calcval
1

1),(Calcval
1

),(sup,Max),( ††)( n
ax

n
ax

axxnnV n
x

i e .（78） 

クーン＝タッカー条件より，投資関数 x( , n)は次のように計算される。

1),(Calcval
1

1),(Calcval
1

arg),( †† n
axdx

dn
ax

ax
dx
dnx n

x
e

 x( , n)  0. （79） 

ここで， が上昇する確率を 

ax
axxp

1
)( （80） 

とおくと， 

2))(1(
1

xpa
ax

ax
dx
d ,  （81） 

2))(1(
1

1 xpa
axdx

d . （82） 

さらに，自社の効率性が上昇するときと，上昇しないときの Calcval をそれぞれ

次のようにおく。 

),(Calcval †
1 nv ne ,  （83） 

v2 = Calcval( †, n). （84） 

このように設定すると，（79）式は次のように書き換えられる。 
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}1)())(1({arg),( 21
2 vvxpanx

x
 x( , n)  0. （85） 

argの中を次のように変形する。 

p
vva

xp
)(

11)(
21

. （86） 

（80）式より， 

)(
)(
xapa

xpx . （87） 

（86）式，（87）式を満たす xが均衡投資関数の推測値となる。 

ここで， 

)(
1

21 vva
r  （88） 

とおくと，（86）式は， 

rxp 1)(   （89） 

となる。投資水準を求めるアルゴリズムでは，まず（88）式に従って rを求めてか
ら，（89）式により pを計算し，これを（87）式に代入して， 

apa
pnx ),(  （90） 

とする。この値を（78）式の xに代入すると， 

),(),(sup,Max),()( nxnnV
x

i  

),(Calcval
),(1

1),(Calcval
),(1

),( †† n
nax

n
nax

nax
ne .（91） 

V(i)( , n) = となるときは企業 nは退出するので，均衡投資関数の推測値を０とす
る。それ以外は，（90）式で計算された x( , n)を均衡投資関数の推測値とする。よっ
て， 

I2 = I{ | V(i)( , n) = }   （92） 
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とおくと， 

x(i)( , n)  (1 I2)x( , n)                  （93） 

と代入する。全企業について上記の計算を行い，  

X(z, n)  x(i)( , n)（n = 1, , N）,               （94） 

V(z, n)  V(i)( , n)（n = 1, , N）              （95） 

と投資関数行列および価値関数行列に代入する。ただし，z = enc( )とする。さら
に，すべての産業構造について同様の計算して，結果を投資関数行列 Xと価値関
数行列 Vの各行に代入する。古い推測値が格納されていた X, Vに新しい推測値が
上書きされ，こうして i回目の反復が完了する。 

  参入価値は次のようになる。 

),(Calcval)( ††
en

ee nV
e

e ,               （96） 

0)( †
en

ee .                     （97） 

すなわち， 
1

0

1

0

1

0

)1(
11

)1(
11

†)1(†

1 1

)Pr()|Pr()|Pr(),()(
en

eee

i
nn

i
en

eie xxnVV ie . （98） 

Ve = Ve( †)とおくと， ],[uni~ e
H

e
L

e xxx であるから， 
 

e
L

e
H

e
L

eV

x
e
L

e
H

ee

xx
xVdz

xx
Vx

e

e
L

1)Pr( .             （99） 

 
参入確率は， 

1,0,Maxmin)( †
e
L

e
H

e
L

e

xx
xV               （100） 

と計算される。 

（続く） 
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