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加  藤     浩 
 
 
加藤（2016）に引き続き，この研究ノートでは，産業動学に関する代表的な

理論研究である Jovanovic（1982）のモデルを取り上げ，市場均衡条件を導出す

るに至るまでの理論分析を中心に，論文では省略されている議論を補いつつ，

詳しく検討していく1)。 

第 t 期の企業を特徴付ける変数は，生産費用の効率性を表すパラメータの期

待値 xt*と，市場で活動している期間 nである。したがって，第 t期の産業構造

は (xt*, n)の測度で表される。各企業の効率性パラメータには毎期ノイズが加わ

り確率的に変化するため，企業はこれまで観察された生産費用の実現値をもと

に，効率性パラメータの真の値を推測した上で期待利潤を計算し，それが最大

になるように生産量を決定する。均衡価格は，総供給量と総需要量が一致する

水準に定まり，各企業の評価関数に影響を与える。そして，評価関数は各企業

の参入決定の判断材料になり，また最適な退出政策を導く。したがって，各企

業が形成する効率性パラメータに関する推測も，このような関係を通じて産業

構造に影響を与える。 

  市場均衡は，市場価格列，生産量列，参入企業の測度列，および退出政策列

から構成される。Jovanovic（1982）で得られた結果の１つは，市場均衡の満た

す条件が，社会的余剰最大化の条件と一致するというものである。この結果は，

とりわけ数値計算において大きな意味を持ち，各企業の利潤最大化問題と需給

均衡条件，および自由参入条件から導くよりも，社会的余剰最大化問題から均

                            
1) Jovanovic（1982）では，いくつかの記号について重複があるので，本ノートでは一部
記号を変更する。また，見やすくするために，第 t期の関数を下付き文字で表すことに
した。つまり，X(t, a)を Xt(a)などと書く。  
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衡経路を直接導出した方が，状態空間の次元が節約でき，したがって計算時間

が短縮することが期待される。Jovanovicモデルで考えている社会的余剰最大化

問題とは，次のようなものである。中央計画者は，与えられた総生産量の下で

総費用が最小になるよう，参入企業の測度，各企業の退出政策，および割当生

産量を指示する。この問題を解くことで，最小化された費用が総生産量の関数

として導かれ，この関数を用いて社会的余剰が計算される。そして，中央計画

者は社会的余剰を最大化するように総生産量の水準を決める。最小化された費

用関数を導出するには，無限次元の変数に関して最適化問題を解く必要がある

ことから，有限次元の最適化では存在し得ない種々の困難が生じる。Jovanovic

（1982）の議論の大部分は，この点に費やされている。 

 

１．モデルの設定と均衡の導出 

1.1 記号の定義と仮定 

（1）モデルの設定 

・離散無限期間（t = 0, 1, ） 

・同質財を生産する無数の企業が，市場への参入を考えている 

・各々の企業の測度はゼロであり，したがって，各々の企業が市場に与える影

響は無視できる 

・参入後，企業は最短１期間だけ生産活動をしないといけないが，その後は自

由に退出できる 

・生産費用は，効率性パラメータに影響を受け，それは毎期間確率的に変動する 

・効率性パラメータと市場で活動している期間が企業の状態変数であり，企業

によってその水準が異なるので，各企業は異質的となる 

・市場で活動する企業は，毎期間，効率性パラメータの実現値が判明する前

に，また，市場価格を外生的に与えられたものとして，期待利潤が最大にな

るように生産量を決める 

・市場価格は総需要量と総供給量が一致するように定まる 
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（2）生産費用 

c(qt)xt  ・・・生産費用 

qt  ・・・第 t期の生産量 

xt  ・・・効率性パラメータ（確率変数） 

 

・c(･)の仮定 

（仮定 c-1）c(0) = 0 

（仮定 c-2）c (0) = 0 

（仮定 c-3）c (qt) > 0 

（仮定 c-4）c (qt) > 0 

（仮定 c-5） )(lim tq
qc

t
 

 

xt = ( t)  ・・・効率性パラメータの決定式 

t =  + t  ・・・効率性パラメータから観察されるデータ2) 

  ・・・企業のタイプ（確率変数） 

t  ・・・固有ショック（ノイズ） 

 

・ について 

（仮定 -1） ),(~ 2N   

（仮定 -2）参入すると自己のタイプ が確率的に決まり，企業はその実現値は

分からないが， の分布は知っている 

（仮定 -3） の実現値は毎期間一定である 

 

・ tについて 

（仮定 -1） t ~ N(0, 2) 

（仮定 -2） tは i.i.d. 

                            
2) (･)の仮定より，効率性パラメータ xtとデータ tは 1対 1対応である。 tの構成要素
のうち， は期間を通じて不変であるが， tは期間ごとに値が変化するノイズである。 
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（仮定 -3） tは企業間で独立 

（仮定 -4） t は毎期確率的に変化し，企業はその実現値は分からないが， t の

分布は知っている 

 

・ (･)の仮定 

（仮定 -1）  > 0 

（仮定 -2）   > 0 

（仮定 -3） 0)(lim 1t
t

 

（仮定 -4） 2)(lim t
t

 

 

・価格について 

pt  ・・・第 t期の価格（所与） 

0}{ ttpp   ・・・価格経路（所与） 

 

（仮定 p）pは有界列 

 

1.2 生産量の決定 

xt*  ・・・第 t 期の期首までに得られた情報をもとにして計算された xt

の期待値3) 

 

xtの期待値 xt*を計算した上で，期待利潤が最大になるように生産量を決定す

る。生産量を決定した後に，xtの値が観察できる。 

各企業は，期待利潤最大化問題 

                            
3) n期間活動している企業が，第 t期の期首までに得た情報を It = ( 1,  , n)とする。情
報 Itをもとに計算される期待値オペレータを Et = E( | It)とすると， 
          E(xt| It) = xt* 
となる。したがって，第 t (< t)期では Itは確率変数となるから，条件付き期待値 xt*も確
率変数となる。 
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tq
Max {ptqt  c(qt)xt*}                       (1)  

を解いて生産量 qtを決定する。１階の条件は次のようになる。 

pt  c (qt)xt* = 0.                         (2)  

これを解くことで，最適な生産量が求まり， 

qt = q(pt| xt*)                          (3)  

と表すことができる4)。 

最大化された期待利潤は次のように書ける。 

(pt, xt*) = ptq(pt| xt*)  c(q(pt| xt*))xt*.                (4)  

これを全微分すると， 

c (qt)xt*dqt  c (qt)dxt* = 0.                    (5)  

よって， 

0
cx

c
x
q

tt

.                       (6)  

(6)式を xt*で偏微分すると， 

cx
c

xx
q

ttt
2

2
 

t
t

ttt x
qcxc

cx
c

cxx
qc 2)(

1  

tt x
q

c
cc

x
21

2
.                   (7)  

                            
4) 参入期から見ると xt*は確率変数となるので，生産量列 ttt xpq )}|({ は q(p | x0)，x *= 

x0から出発する確率過程となる。 
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1.3 ベルマン方程式 

W  ・・・退出価値（一定，かつすべての企業で共通） 

k  ・・・参入費用（一定，かつすべての企業で共通） 

  ・・・割引因子 

n  ・・・市場での活動期間（企業の年齢） 

   ・・・参入する期（企業の vintage）5) 

 

第 t期で活動している企業について， 

n = t  .                            (8)  

 

),|(0 nP n   ・・・( 1, , n)を観察したときの n + 1の予測分布 

                          n + 1  となる確率 

n

n

i
i

n
1   ・・・標本平均 

 

企業は (･)の形を知っているので，xtを観察することで tの値を知る。 tは，

にノイズ tが加えられた値であるため，n期間に渡り市場で活動している企業

は，これまで得られたデータ( 1, , n)をもとに， の実現値を推測する。 は

正規分布に従うので， ),( nn は の事後分布（＝事後信念）の十分統計量とな

る6)。これより， n + 1の予測分布は ),( nn によって決まり， ),|(0 nP n と表さ

                            
5) x * = x0とする。これは，参入前の事前情報（＝初期分布）で形成した期待値である。 
6) 標本情報( 1, , n)を観察して， の実現値を推測する。Pr( )を事前分布（＝事前信
念），Pr( 1, , n| )を尤度とすると，ベイズ・ルールから， の事後確率は， 

),,Pr(
)Pr()|,,Pr(),,|Pr(

1

1
1

n

n
n

 

となる。いま，観測値( 1, , n)に対して，統計量 ti = ti( 1, , n)を考える。t( 1, , n) = 
(t1, , tk)とする。尤度が， 

Pr( 1, , n | ) = Pr(t( 1, , n)| ) × Pr( 1, , n) 
となるとき，ti（i = 1, , k）をこの尤度の十分統計量と呼ぶ。このとき，事後確率は十
分統計量のみの関数となる。したがって，事後信念から期待値を形成するうえで，ti

（i = 1, , k）は十分な情報である。 
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れる7)。 
                            

7) 情報( 1,  , n)をもとに n + 1の分布を予測する。 i ~ N( , 2)（i = 1, , n）とする。
ここで， 2の値は既知である。( 1,  , n)と n + 1の分布は共通のパラメータ を持つ。

iの密度関数を f， の密度関数を gで表す。まず， 

dff nnnn ),,,,(),,,( 1111
 

であることから，両辺を f ( 1,  , n)で割ると， 

d
f

f
f

f

n

nn

n

nn

),,(
),,,,(

),,(
),,,(

1

11

1

11  

となる。ここで， 
f ( 1,  , n, n + 1) = f ( 1,  , n)f ( n + 1| 1,  , n) 
f ( 1,  , n, n + 1, ) = f ( 1,  , n, )f ( n + 1| ) 

= f ( 1,  , n)g( | 1,  , n)f ( n + 1| ) 

であるから， n + 1の予測分布が求まり，以下の式で与えられる。 

dgff nnnn ),,|()|(),,|( 1111
. 

の事前分布は ),( 2N ，尤度の分布は N( , 2)となるから，( 1,  , n)を観察した 

ときの の事後分布は， 

2222

22

1
1,1

1

nn

n

N
n  

に従う（密度関数は g( | 1,  , n)）。いま，の事前確率密度を g( )＝一定と仮定する。
この仮定は， に関する情報が完全にないことを想定したもので， 2  とした状況と 

同じである。したがって， の事後分布は
n

N n

2

, である。また， が与えられたと 

きの n + 1の事後分布は N( , 2)に従う（密度関数は f ( n + 1| )）。以上より， n + 1の予測
分布は次のようになる。 

dnnf n
nnn 2

2
2

1211 2
)(exp

2
)(

2
1exp

2
1),,|(  

                    

d
n

nn
n

nn nnnn
2

1
2

2
1

2 1
)1(

2
1exp

2
1

1
)(

2
1exp

2
 

ここで，( 1,  , n + 1)を観察したときの の事後分布は
1

,
2

1 n
N n であるから， 

1
1

1
)1(

2
1exp

2
1 2

1
2 n

d
n

nn nn                      

となる。よって， 
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xt*は次のように計算される。 

2

1

),|()( 0 ndPx nt
.                    (9)  

は の増加関数であるから，nを所与とすると，xt*は nの増加関数となる8)。 n

の替わりに xt*を用いて，xt + 1*の予測分布の十分統計量とする。xt*の実現値を

xt* = xとすると，期待値を計算するのに必要な情報は(x, n)となる。 

 

P(z| x, n)  ・・・xt + 1*の予測分布，xt + 1*  zとなる確率 

Vt(x, n; p) ・・・第 t期に市場で活動する企業の評価関数9) 

t(n; p)   ・・・n 期間市場で活動する企業が，第 t 期で市場に残るのと

退出するのが無差別となる xt*（最適退出政策） 

tt ptp )};({),(   ・・・最適退出政策列 

 

Vtに関するベルマン方程式（FE）を立てる。 

（FE） 2

1

),|()};1,(,{Max),();,( 1 nxdzPpnzVWxppnxV ttt .   (10)  

特に，第 期（参入期）のベルマン方程式は，次のようになる。 

kxdzPpzVWxpkpxV 2

1

)0,|()};1,(,{Max),();0,( 0100
.   (11)  

退出決定は以下のようになる。 

Vt(x, n; p)  W 第 t期で市場から退出する 

Vt(x, n; p) > W 第 t期では市場に残り生産を継続する 

すなわち，最適退出政策 t(n; p)は， 

                                                                                                                                             

1
)(

2
1exp

12
),,|(

2
1

211 n
n

n
nf nn

nn
. 

すなわち， n + 1の予測分布は
n

nN n

2)1(, に従う。これは， ),( nn が n + 1の分布を 

予測するための情報をすべて含んでいることを意味する。 
8) 一定の nに対して， i（i = 1, , n）は大きな値を取ることから， n + 1についてもよ
り大きな値が実現する可能性が高い。 

9) 企業の評価関数が tに依存するのは，価格が tに応じて外生的に定まるからである。 

(12) 
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Vt(x, n; p) = W                         (13)  

を xについて解いた関数となる10)。これより， 

xt* > t(n; p) 第 t期で市場から退出する 

xt*  t(n; p) 第 t期では市場に残り生産を継続する 

生産量については， 

q  q(pt| t(n; p)) 第 t期で生産を停止（qt = 0） 

q > q(pt| t(n; p)) 第 t期では生産を継続する（qt > 0） 

 

1.4 市場均衡 

t(x|  ; p) = Pr(xs* < s(s   ; p)（s =  + 1, , t  1），xt* < min{x, t(t   ; p)}) 

・・・第 s期で最適退出政策 s(s   ; p)（s =  + 1, , t）に従いかつ

第 t期まで市場に残っているという条件の下で，xt*  xとなる確

率11) 

 

xt* = xから xt +1*  zへの推移確率 P(z| x, n)を用いると，次の関係が成り立つ。 
2

1

);|(),|)};)1((,(min{);|( 11 pdztzptxPpx ttt
.    (16)  

第 期に参入した企業の第 t期における期待生産量は， 

);|()|();( pdxxpqp ttt
                  (17)  

となる。 

 

y   ・・・第 期に参入する企業の測度 

0}{yy   ・・・参入列 

y t(  ; p)  ・・・第 期に参入した企業の第 t期における期待生産量 

 

第 t期の総生産量は， 

                            
10) 定理 1より，Vは xに関する減少関数となるので， tは一意に定まる。 
11) t(t   ; p) < xt*  xならば，第 t期で市場から退出する。 

(14) 

(15) 
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),();(
0

ypQpyQ t

t

tt
.                   (18)  

 

0}{ ttQQ   ・・・総生産量列 

Dt(Qt)  ・・・第 t期の需要関数 

 

・需要関数の仮定 

（仮定 D-1）Dt  < 0 

（仮定 D-2）十分小さな  > 0に対して12)， 
              )(tD  

（仮定 D-3）十分大きな定数 Aに対して， 

              AdzzDt0
)(  

 

（仮定 Q）Qは有界列 

 

・市場均衡 

価格列 0}{ ttpp を所与として，各企業は参入を決定し，市場で活動している

ときは，生産量と退出政策を決める。これらの最適化行動から総供給量が決ま

り，総需要量と総供給量が一致するように均衡価格列 0}{ ttpp が定まる（均衡

条件 E-1）。したがって，企業が予想する価格経路は自己実現的である。さらに，

参入は自由であるため，参入により得られる純価値が退出価値に等しくなるま

で参入が発生する（均衡条件 E-2）。均衡条件は次のようになる。 

（均衡条件 E-1）pt = Dt(Qt(p, y)) 

= W（yt > 0のとき） 

 W（yt = 0のとき） 

                            
12) は 0}{ tt の上限である。 

（均衡条件 E-2）Vt(x0, 0; p)  k 
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1.5 逐次問題 

以降は，ベルマン方程式（FE）から導くのではなく，逐次問題（SP）により，

最適退出政策の条件を導くことにする13)。第 期に参入する企業が獲得する期待

利潤の割引現在価値は，次のように書ける。 

t
tt

t

t
tt

t ppWpdxxppxV )};|();|({);|(),();0,( 2210
2

1

.  (19)  

右辺第２項は， 

ちょうど第 t期で退出する確率 

＝少なくとも第 t  1期まで市場に残っている（xt  1*  2）確率 

－少なくとも第 t期まで市場に残っている（xt*  2）確率 

= t 1( 2|  ; p)  t( 2|  ; p) 

を表している。ただし， 

 1( 2|  ; p) = 1                       (20)  

とする。また，xt*  1であるから， 

t( 1|  ; p) = 0.                         (21)  

この２式より，(19)式右辺第２項は以下のように変形される。 

t
t

t

t
t

t

t
tt

t pppWppW );|();|();|()};|();|({ 2221221
 

WpW
t

t
t );|()1( 2

 

WpdxW
t

t
t 2

1

);|()1( .      (22)  

これより，(19)式は次のように書き換えられる。 

t
tt

t pdxWxpWpxV 2

1

);|(})1(),({);0,( 0
.      (23)  

                            
13) ベルマンの最適性原理より，（FE）の最適解と（SP）の最適解は一致するので，2 つ
の問題について，共通の最適退出政策列 (p, )を用いる。 

産業動学に関する研究ノート（理論編）その２ － 33 －



j  ・・・j 期間市場で活動している企業の退出政策（最適政策とは限ら

ない） 

1}{ jj   ・・・退出政策列（最適政策列とは限らない） 

 = { | j  [ 1, 2]（j = 1, 2, ）}  ・・・実行可能な退出政策列の集合 

}),min{1,,1Pr()|(ˆ
ttsst xxtsxx  

・・・退出政策 に従い，第 t 期まで市場に残っているという

条件の下で，xt*  xとなる確率 

)|(ˆ xt   ・・・ )|(ˆ xt の密度関数 

 

逐次問題（SP）は次のようになる。 

（SP）
t

tt
t dxxWxpW 2

1

)|(ˆ})1(),({Max .      (24)  

最適退出政策 t(t   ; p)  [ 1, 2]より，最適退出列 (p, )  となり，実行可能

である。したがって，後述の補題１より， t(x|  ; p)の密度関数 t(x|  ; p)が存在

して， 

)|(ˆ);|( ),( xpx p
tt                     (25)  

となる。 

(p, )の j + 1番目の要素（つまり t =  + jとしたもの）を j(p, )と書く。これ

は，市場で j期間活動している企業の最適退出政策である。 j(p, )が（SP）の解

となるための１階の条件は， j(p, )  [ 1, 2]より， 

0)},({);|(})1(),({2

1

pdxpxWxp jj
t j

t
t

t ， j  [ 1, 2]   (26)  

である14)。 

                            
14) (26)式左辺の最初の{}の式を Fとおく。 jは[ 1, 2]の任意の値をとるので， j(p, ) < 1

のとき， j  j(p, ) > 0で，(26)式から F  0となり，端点解 j(p, ) = 1とする。 j(p, ) > 2

のとき，j  j(p, ) < 0で，(26)式から F  0となり，端点解 j(p, ) = 2とする。j(p, )  [ 1, 
2]ならば，(26)式から F = 0となる。  
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1.6 中央計画者の最適化問題 

l   ・・・有界無限列の集合15) 

S(Q)  ・・・社会的余剰の割引現在価値 

K(Q)  ・・・総生産量を Q 以上生産するときの最小生産費用の割引現在

価値 

 

  中央計画者の最適化問題を２段階に分けて考える。まず目標とする総生産量

Q  l に対する費用最小化問題を解く16)。この問題の解とは，総費用が最小とな

るように，参入企業の測度を決め，さらに，市場で活動している各企業に対し

て，取るべき退出政策を指示し，生産量の割当を行うものである。次に，最小

化された費用汎関数 K : l   を用いて，社会的余剰汎関数 S : l   を計算し，

これを最大化する総生産量 Q  l を求める17)。 

 

（Ⅰ）費用最小化問題の解 ]ˆ,ˆ,ˆ[ 0000 qys  

実行可能政策 A1 ×  × A2 は，次の集合から構成される。 

・参入列 10}ˆ{ˆ Ayy tt  

0
1 ,ˆ0ˆ

t
ttt yyyyA   ・・・実行可能な参入列の集合 

 

・退出政策 0)}(ˆ{ˆ  

)(ˆ j   ・・・第 期に参入し，j期間市場で活動している企業の退出政策 

1)}(ˆ{)(ˆ jj   ・・・退出政策列 

                            
15)  l  = ( ,‖·‖ は有界無限列 0}{ ttxx の集合で，ノルム t

t
xx sup を持つノルム空間で

ある。 
16) 中央計画者は，各企業が入手できる情報の全てを持っているとする。 
17) 総費用最小化問題も含めて，中央計画者の最適化問題を「S(Q)最大化問題」と呼ぶこ
とにする。 
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・割当生産量 20)}(ˆ{ˆ Axqq tt  

2)(ˆ Axqt   ・・・第 t期に xt* = xを持つ企業に対する割当生産量 

]},[)()(ˆ0|)(ˆ{ 212 xxbxqxqA tt ，b(x)はルベーグ可積分な関数18) 

・・・実行可能な割当生産量の集合 

 

A1, , A2は閉区間であるから，コンパクト集合となる。チコノフの定理より19)，

  =     ，および A2  = A2  A2  はコンパクト集合である。ここで， 

 = A1     A2                        (27)  

とする。チコノフの定理より， はコンパクト集合である。 

「総費用＝生産費用＋機会費用＋参入費用」であるから，総費用汎関数 f :   

は以下のように表される20)。 

0 0

)(ˆ2

1

)|(ˆ})1())(ˆ({ˆ)(
t

t

ttt
t kydxxWxxqcysf .    (28)  

制約汎関数 Gt :   l   を次のように定義する。 

t

t

tttt QdxxxqyQsG
0

)(ˆ2

1

)|(ˆ)(ˆˆ),( .            (29)  

さらに，関数 Gtの列 

0)},({),( ttt QsGQsG                      (30)  

を考える。 ttt qyQ ˆ,ˆ, は有界なので，Gtは有界となり， 

G :   l   l .                        (31)  
 

・総費用最小化問題 

)(inf)( sfQK
s

 

s. t. G(s, Q)  o21) 
                            

18) このとき，すべての x  [ 1, 2]について， )(ˆ xqt
はルベーグ可積分となる。 

19) コンパクト集合のカルテシアン積はコンパクト集合である。 
20) Wは当該市場に残るときの機会費用となる。つまり，市場から退出して，他の事業へ
投資するときに得られる最大の割引現在価値が Wである。(1  )Wは１期間当たりの価
値である。 

21) o = (0, 0, )である。 

(32) 
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  汎関数の微分概念であるガトー微分を定義する。変分(s1  s0)，s0, s1  につ

いて， は凸集合なので22)，   [0, 1]に対して， 

s0 + (s1  s0) = (1  )s0 + s1                  (33)  

である。fの s0における(s1  s0)方向へのガトー微分 f :   を， 

0

010
10 )(();(

d
sssdfssf                  (34)  

また，Gの s0における(s1  s0)方向へのガトー微分 G :   l   を， 

0

010
10 )),(();,(

d
QsssdGsQsG               (35)  

とそれぞれ定義する。さらに， 

0
1010 )};,({);,( ttt sQsGsQsG                  (36)  

とする。 

費用最小化解を ]ˆ,ˆ,ˆ[ 0000 qys とする。s0は，ラグランジュ関数 

L(s, *) = f (s) + *(G(s, Q))                   (37)  

を最小化する（補題６）。ただし， *は線形汎関数である。そのための条件は， 

f (s0; s) + *( G(s0, Q; s))  0， s                (38)  

*  0                            (39)  

*(G(s0, Q)) = 0                        (40)  

である（補題４）。(34), (35)式を s = y, q, として計算すると，上の３式から以下

の条件が導かれ，これらが費用最小化の１階の条件となる23)。 

0))(ˆ( 0 xxqc t
t

t （t = 0, 1, ）              (41)  

tj

t
jjjj

j kdxtxxqWxxqc2

1

0

)|(ˆ)}(ˆ])1())(ˆ([{ )(ˆ00   0， 0
ty   0（複号同順） 

(42)  

                            
22) A1, A2, は実数の閉区間であるから凸集合である。凸集合のカルテシアン積は凸集合
となる。 

23) (39), (40)式より， * > 0のとき，G(s0, Q) = oとなる。 

 
= 

= 
> 
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 0)}(ˆ)(ˆ{ˆ)|(
)(ˆ

ˆ
)}(ˆ])1())(ˆ([{ 010

)(ˆ
002

1

0

ii
ij i

t
jjj

j ydxxxqWxxqc ， )(1̂
i . 

(43)  

補題２より，費用最小化問題の解が存在するので，K(Q)は曖昧なく定義され，

補題７より K(Q)は凸関数，かつ各 Qtについて微分可能であることが示される。

さらに，補題７より，次の関係を得る。 

0))(ˆ( 0 xxqc
Q
K

t
t

t

.                     (44)  

 

（Ⅱ）社会的余剰最大化問題の解 0}{ ttQ  

Q*  ・・・S(Q)を最大にする Q 

)(ˆ xqt   ・・・Q = Q*のとき，fを最小化する（K(Q*)を達成する） tq̂  

)(*ˆ   ・・・Q = Q*のとき，fを最小化する（K(Q*)を達成する） )(ˆ  

 

社会的余剰の割引現在価値は， 

)()()(
0

0
QKdzzDQS

t

Q

t
t t                   (45)  

となる。仮定 D-2より，十分小さな Qtに対して， 

)(* tt
t

D
Q
K                       (46)  

となるから，「社会的限界便益＞社会的限界費用」となる。これより，最適解

Qt*は0で下に有界となる。仮定 D-3より，社会的便益は Qtについて上に有界と

なる。一方，Kは Qtの増加関数である。したがって，十分大きな Qtに対しては，

「社会的限界便益＜社会的限界費用」となる。このことから，実行可能な Qtの

集合は，コンパクト集合に限定しても構わない。 

社会的余剰最大化の１階の条件は，次のようになる。 

0)(
t

tt
t

t Q
KQD

Q
S .                    (47)  

ゆえに，最適化解 0}{ ttQ では， 
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 tDt(Qt*) = t*（t = 0, 1, ）                  (48)  

が満たされる。 

仮定 D-1および Kは凸関数であることから，２階の条件 

0)( 2

2

2

2

t
tt

t

t Q
KQD

Q
S                     (49)  

が満たされる。以上より，S(Q)を最大化する有界な列{Qt*}が存在して，それは

一意となる。 

 

（Ⅲ）市場均衡と S(Q)最大化解の一致 

市場均衡条件を満たす均衡価格列 0}~{~
ttpp ，および均衡参入列 0}~{~

ttyy に

ついて， 

t
t

tp~                           (50)  

と置くことで， 

)~,~( ypQQ tt                          (51)  

)|~()(ˆ xpqxq tt                         (52)  

),~()(ˆ p                         (53)  

となり，Qt*, tq̂ , ˆ は市場均衡条件を満たす。また， 0)}~,~({ tt ypQ は社会的余剰

S(Q)を最大化し， ])}|~({),,~(,~[ 0tt xpqpy は最小総費用 K(Q*)を達成する。した

がって，市場均衡は S(Q)最大化を達成し，逆に，S(Q)最大化解は市場均衡にも

なっている（定理２）。 

 

２．定理と補題の証明 

定理１（評価関数の存在・一意性・有界性・連続性・単調性） 

ベルマン方程式(10)の解を Vとする。このとき， 

ⅰ）解 Vは存在して，一意・有界・連続である。 

ⅱ）Vは xの減少関数である。
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証明

  状態変数  = (x, n)と置いて， が定義される空間を ，および 上の有界連続

関数空間を C( )とする。v( )  C( )に対して，作用素 Tを， 

)|()}(,{Max)()( dPvWTv              (54)  

と定義する。このとき，解 Vは Tの不動点 V = TVである。 

 

ⅰ）の証明：次の（1）～（3）が成り立つことを示す。 

（1）T : C( )  C( ) 

Tvが有界連続関数であることを示す。 

・有界性について 

pt <                             (55)  

xt*  1 > 0                          (56)  

)(lim qc
q

                         (57)  

であるから，利潤最大化の１階の条件 

0)( ttt
t

xqcp
dq
d                      (58)  

は有界の qtについてのみ満たされる。ゆえに，利潤関数 (pt, xt*) = ( )は有界で

ある。以上から，Tvは有界である。 

 

・連続性について 

( )と P(d | )は の連続関数なので，Tv( )も の連続関数である。 

 

（2）Tの単調性 

v1  v2なる v1, v2  C( )に対して， 

)|()()|()( 21 dPvdPv                (59)  

であるから， 
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Tv1  Tv2（単調性）．                      (60)  

 

（3）Tの割引性 

  定数 a > 0に対して， 

)|(})(,{Max)())(( dPavWavT .         (61)  

これは，次のように場合分けできる。 

vWaTvTvdWP

WvaTvdPav
avT

)()()|()(

)()|(})({)(
))((  (62)  

これより，  

T(v + a)  Tv + a（割引性）．                  (63)  

以上（1）～（3）より，Tはブラックウェルの十分条件を満たすので，Tはモジュー

ル の縮小写像となる。縮小写像定理より，一意の不動点 Vが存在して，さらに

V  C( )となるから，Vは有界かつ連続である。 

 

ⅱ）の証明： 

Tnv = T(Tn  1)v                         (64)  

と定義する。Tは縮小写像なので，任意の v  C( )に対して， 

vTV n

n
lim                           (65)  

が成立する。各 Tnv（n = 0, 1, ）について成立する単調性は，極限関数 Vでも

弱く保持される24)。いま，vが の減少関数のとき，Tvも の減少関数であるこ

とが示されたとする。そうすれば，Tnv（n = 2, 3, ）も の減少関数となるから，

その極限である Vは の非増加関数となる。 

  そこで，v( )を の減少関数とすると，Max{W, v( )}も の減少関数となる。

さらに，P( | )は の増加関数であるから， )|()}(,{Max dPvW は の減 
                            

24) C ( )を非増加関数空間，C ( )を減少関数空間とする。無論，C ( )  C ( )である。
T : C( )  C( )について，C( )の閉部分集合 C ( )が T(C ( ))  C ( )ならば，V  C ( )
となる。Tは縮小写像なので，これは成り立つ。しかし，V  C ( )が成立するのは，
T(C ( ))  C ( )となるときに限る。 
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少関数となる25)。また， は xt*の減少関数，すなわち の減少関数である。した

がって，(54)式より，Tvは の減少関数となる。Tnv（n = 2, 3, ）も の減少関

数であり，その極限である V( )は の非増加関数となる。したがって，V( )は

の非増加関数であるので， )|()}(,{Max dPVW も の非増加関数となる。 

( )は の減少関数であるから， 

)|()}(,{Max)()( dPVWTV             (66)  

は の減少関数となる。V = TVであるから，Vは の減少関数，つまり，xの減

少関数である。 

証明終 

 

補題１（密度関数の存在） 

任意の ，任意の t（> ），任意の x  ( 1, 2)に対して，密度関数 

x
xx t

t
)|(ˆ

)|(ˆ                      (67)  

は存在し，各 j（j = 1, 2, ）で微分可能である。 

 

証明 
2

1

)|(ˆ))1(,|},(min{)|(ˆ
1 dztzxHx ttt

         (68)  

とする。ここで，H(x| z, n)は，十分統計量 xt  1* = z，n = (t  1)  が与えられた

とき，xt*  xとなる確率である。この関数は，第 t  1期の分布関数 1t̂ から，第

t期の分布関数 t̂ を導く推移関数となる。 

 

（1）密度関数 tˆ の存在について 

  密度関数が存在するためには， t̂ が xについて連続微分可能であることを示

せばよい。Hは正規分布に従う分布関数であるから，連続関数であり，かつ x  

                            
25) が大きいとき，より大きな が実現する確率が高くなる。したがって，より小さな v
の値が実現する確率が高くなる。 
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( 1, 2)で連続微分可能である。(68)式より， 1t̂ が連続関数ならば， t̂ は連続

微分可能となる。 

t =  + 1について，(68)式は， 

00

0001
1 0

)0,|},(min{
)|(ˆ

x
xxxH

x           (69)  

となるので，x0 = 0を除く点について， 1
ˆ は連続関数である。これを起点とし

て，(68)式から t =  + 2,  + 3, と帰納的に考えていくと，すべての t > につい

て，x = t  を除く点で， t̂ は連続関数である。以上より，密度関数 tˆ は存在

して，区分的連続である26)。 

 

（2）密度関数 tˆ の微分可能性について 

t =  + 2のとき，(68)式を xで偏微分すると， 

2

1

)|(ˆ)1,|},(min{)|(ˆ 122 dzzzxHx x
            (70)  

となる。(69)式より， 1ˆ は 1について微分可能であり，また Hxは 2について微

分可能であるから， 2ˆ は 1, 2について微分可能となる。これを起点として，t = 

 + 3,  + 4, と帰納的に考えると，次のようになる。 

t =  + jとして， jˆ が 1, , jについて微分可能であることを示す。 

2

1

)|(ˆ)1,|},(min{)|(ˆ 1 dzzjzxHx jjxj
        (71)  

であり， )|(ˆ 1 zj は j  1期間市場で活動している企業の退出決定を考慮に

入れたものなので， 1, , j  1のみに依存し， jには依存しない。また， 1ˆ j は

1, , j  1について微分可能であることが帰納的に示される。さらに，Hxは jの

みに依存し，そして jについて微分可能である。したがって， jˆ は 1, , jに

ついて微分可能である。以上より， tˆ が j（j = 1, 2, ）で微分可能であること

が示された。 

証明終 

                            
26) 区分的連続とは，有限個の点を除いて連続となっている関数である。密度関数は，x > 

t  で不連続にゼロとなる。 
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補題２（K(Q)は曖昧なく定義される） 

)(inf)( sfQK
s

 

s. t. G(s, Q)  o 

の解が 上に存在する。 

 

証明 

制約式を満たす sの集合を 

(Q) = {s| G(s, Q)  o}                     (72)  

とする。 はコンパクト集合なので， における任意の点列は収束する部分列

を持つ。つまり，点列 0}{ i
is は，ある点 s0  に弱収束する27)。そこで，

]ˆ,ˆ,ˆ[ 0000 qys ， ]ˆ,ˆ,ˆ[ 1111 qys として，s1  s0とする。つまり，各 t = 0, 1, に対

して， 
01 ˆˆ tt yy                            (73)  

)(ˆ)(ˆ 01 xqxq tt                          (74)  

（ただし，ルベーグ測度ゼロの集合上の )(ˆ1 xqt を除く） 

)(ˆ)(ˆ 01
jj （j = 1, , t  ）                 (75)  

となる。以下では，次の（1）（2）を証明する。 

 

（1）fは (Q)上で連続 

背理法で証明する。fは s0で不連続とする。すなわち， 

0)()( 01 sfsf （s1  s0）                (76)  

となる。fを次のように表す。 

0
)()(

t
t

t sfsf                        (77)  

 

                            
27) 確率変数 )(ˆ1 xqt の分布関数は，確率変数 )(ˆ0 xqt の分布関数に収束する。 

(32)  
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t

tttt ykdxxWxxqcysf
0

)(ˆ2

1

ˆ)|(ˆ})1())(ˆ({ˆ)( .        (78)  

)(ˆˆ,ˆ,ˆ ttt qy はすべて有界であるので， 0)}({ tt sf は 上で有界である。したがって， 

2
)()(

)(

01

Tt
tt

t sfsf ， s1                  (79)  

なる T( )が存在する。これより， 

2
)()()()()()(

1)(

0

01

0

0101
T

t
tt

t

t
tt

t sfsfsfsfsfsf  

2
)()(Max)( 01

1)(0
sfsfT ttTt

.           (80)  

補題１より， )|(ˆ )(ˆ xt は jˆ （j = 1, , t  ）のみに依存し，かつ jˆ （j = 1, ,      

t  ）について連続である。したがって，各 t > に対して， 

0ˆˆ )(ˆ)(ˆ 01

tt （s1  s0）                  (81)  

である。(73)，(74)，(75)，(81)式より，次式が満たされる。 

0)()( 01 sfsf tt （s1  s0）．                 (82)  

これより，(80)式は次のようになる。 

2
)()( 01 sfsf （s1  s0）．                 (83)  

これは(76)式に矛盾する。したがって，fは 上で連続でなければならない。 

 

（2） (Q)はコンパクト集合 

コンパクト集合 の閉部分集合はコンパクト集合なので28)， (Q)が閉集合な

らば， (Q)はコンパクト集合となる。そこで， (Q)の補集合 

                            
28) コンパクト集合 の閉部分集合 Fに対する開被覆を{U } とする。U = FCは開集合であ
る。したがって，{{U } , U }は の開被覆となる。 はコンパクト集合なので，有限個
の開被覆 U1, , Unが存在して， 

 = U1  Un  U. 
とすることができる。U = ＼Fかつ U  なので，  

F  U1  Un. 
よって，{U1, , Un}は Fの開被覆となるので，Fはコンパクト集合である。 
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( (Q))C = {s| G(s, Q) > o}                    (84)  

が開集合であることを示す。そのためには，s0  ( (Q))Cに対して， 

G(s, Q) > o， s  N(s0)                     (85)  

なる s0の近傍 N(s0)が存在することを示せばよい。ここで， 

t

t

i
iitt QzyQsG

0

ˆ),( ， 2

1

)|(ˆ)(ˆ )(ˆ dxixxqz i
tti           (86)  

とすると， 
t

i
iii

t

i
iiitttt zyyzzyQsGQsG

0

00

0

00 )ˆˆ()(ˆ),(),( ， s       (87)  

となる。 0}ˆ{ tty は有界なので， 
t

i
iy

0

ˆ ， 0ˆiy .                       (88)  

よって， 

0ˆ
Tt

ty （T  ）．                     (89)  

これと 0}{ ttz が有界であることを考慮に入れると，任意の に対して， 

2
ˆˆˆ

)(

00

)(

0
t

Ti
iii

t

Ti
iii zyyzzy ， t  T( )            (90)  

なる十分大きな T = T( )を選ぶことができる。したがって，(87)式から，任意の

t  T( )に対して， 

2
ˆˆˆ),(),(

1)(

0

0000
T

i
iiiiiitttt zyyzzyQsGQsG  

2
ˆˆMaxMax)( 0

1)(02
0

1)(01 iiTiiiTi
yyczzcT   (91)  

となる。ここで，c1は iŷ の上限，c2は ziの上限とする。 

00
ii zz （s  s0）                     (92)  

0ˆˆ 0
ii yy （s  s0）                     (93)  

であるので，  
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2
),(),( 0

tttt QsGQsG （s  s0）．               (94)  

これが任意の について成り立つので， 

Gt(s, Qt)  Gt(s0, Qt)（t = 0, 1, ）．               (95)  

したがって， 

G(s, Q)  G(s0, Q)（s  s0）．                  (96)  

つまり，Gは s0において連続関数となる。 

G は s0において連続関数であるから，G(s0, Q)の任意の近傍 U に対して，s0

の近傍 N(s0)を選び， 

G(N(s0), Q)  U                        (97)  

とすることができる。G(s0, Q)の近傍 Uでは G > 0となっているので，(85)式が成

り立つ。また，G(s0, Q) > oより，s0  {s| G(s, Q) > o}である。以上の議論から，

{s| G(s, Q) > o}は開集合となる。したがって， (Q)は閉集合である。 

コンパクト集合上で定義される連続関数は下限を持つので，（1），（2）より補

題は証明された。 

証明終 

 

正則点を次のように定義する。 

G(s0, Q)  o                          (98)  

ならば， 

G(s0, Q) + G(s0, Q; s) < o                     (99)  

なる s  が存在するとき，s0を G(s, Q)  oの正則点と呼ぶ29)。  

 

                            
29) 正則点の条件は，特異点の１つであるところの尖点を排除するものである。尖点 s0と
は， G(s0, Q; s) = 0で， G(s0, Q; s)の要素の１つが s0を境として符号を変える。つまり，
尖点 s0の前後で，曲線の方向が逆になっている。正則点で最小解を達成することが，こ
の問題の制約想定となる。 
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補題３（費用最小化解は正則点である） 

  総費用最小化問題の解 

)(minarg0 sfs
s

 

s. t. G(s, Q)  o 

について，Qt > 0（t = 0, 1, ）ならば，s0は正則点である。 

 

証明 
10 ˆˆ yy 以外の要素は，すべて s1 = s0となる s0, s1  を考える。つまり，

]ˆ,ˆ,ˆ[ 0000 qys ， ]ˆ,ˆ,ˆ[ 0011 qys である。すると， 
t

tttt dxxxqyysQsG
0

)(ˆ00110 2

1

0

)|(ˆ)(ˆ)ˆˆ();,( .         (101)  

Gt(s0, Qt)  0であることから，s0が正則点となるためには，ある s1  について，

Gt(s0, Qt; s1) < 0（t = 0, 1, ）となることを示せばよい。Gt < 0かつ Qt > 0より， 

0)|(ˆ)(ˆˆ
0

)(ˆ00 2

1

0
t

tt dxxxqy （t = 0, 1, ）．          (102)  

ここで 1ŷ を， 

001 ˆˆˆ yyy ，  > 0                     (103)  

と定める。
0

0ŷ なので， 

0

1

0

0 ˆˆ)1( yy                     (104)  

である。よって，s1  である。 

(101)式は， 

0)|(ˆ)(ˆˆ);,(
0

)(ˆ0010 2

1

0
t

tttt dxxxqysQsG （t = 0, 1, ）   (105)  

となるので，s0が正則点であることが示された。 

証明終 

(100) 
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l の双対空間を l *とする。すなわち，l *は l 上の有界な線形汎関数の空間で

ある。線形汎関数   l *に対して，z  l における値を (z)と表す。 

 

補題４（線形汎関数 *の存在） 

総費用最小化問題の解

)(minarg0 sfs
s

 

s. t. G(s, Q)  o 

に対して，線形汎関数 *  l *が存在して，Q > 0ならば，次式が満たされる。 

f (s0; s) + *( G(s0, Q; s))  0， s                (38)  

*  0                            (39)  

*(G(s0, Q)) = 0.                        (40)  

 

証明 

A = {(r, z)| r  f (s0; s)，z  G(s0, Q) + G(s0, Q; s)}         (106)  

B = {(r, z)| r  0，z  o}                    (107)  

とする。Aは( f (s0; s), G(s0, Q) + G(s0, Q; s))を頂点とし，Bは原点を頂点とする

l の凸錐である30)。l の正錐 Pは内点を含むので31)，負錐 N = Pも内点を含む。

したがって，Bは内点 r < 0，z < oを含む。ここで，以下の補題を示す。 

 

補題４  Aは Bに属するどの内点も含まない。 

補題４の証明 

もし，Aが Bの内点を含むならば，r < 0，z < oに対して(r, z)  Aであるから， 

                            
30) 凸錐 Cとは凸集合となる錐である。つまり， 

x, y  C， ,   0  x + y  C. 
31) ノルム空間において，正錐とは閉凸錐 P = {x  C| x  o}であり，その内点とは，正錐 P
に含まれる最大の開集合に属する点である。したがって，有界かつ厳密に正（0 で下に
有界）の列 x > oのうち，凸錐 Cに含まれるものは，すべて正錐 Pの内点となる。 

(100) 
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f (s0; s) < 0                         (108)  

G(s0, Q) + G(s0, Q; s) < o                    (99)  

なる sが存在する。 

(99)式より，z  = G(s0, Q) + G(s0, Q; s)は Bの内点なので，l の負錐 Nに含まれ

るある開球が存在し，点 G(s0, Q) + G(s0, Q; s)はその中心となる。この開球の半

径を とする。このとき，内点 z  = {G(s0, Q) + G(s0, Q; s)}，0 <  < 1は，l の

負錐 Nに含まれる半径 の開球の中心となる。さらに，制約式から G(s0, Q)  o

であるから，この点も l の負錐 Nに含まれる。これより，Bに属する２点 G(s0, 

Q)，G(s0, Q) + G(s0, Q; s)の凸結合 

(1  )G(s0, Q) + {G(s0, Q) + G(s0, Q; s)} = G(s0, Q) + G(s0, Q; s)  (109)  

も負錐 Nに含まれる。この凸結合も，l の負錐 Nに含まれる開球の中心となる。 

ガトー微分の定義より，十分小さな について， 

);,(),()),(( 0
000

sQsGQsGQsssG

            
(110)  

が成り立つ。これは， 

)();,(),()),(( 0000 osQsGQsGQsssG         (111)  

を意味するので， が十分小さいとき，点 G(s0 + (s  s0), Q)は，中心 G(s0, Q) + 

G(s0, Q; s)の開球に含まれる。ゆえに，この点は Bの内点となり， 

G(s0 + (s  s0), Q) < o                     (112)  

が成立する。したがって，変分 s0 + (s  s0)は制約を満たす。 

  さらに，(108)式より， 

0)())(();(
0

000
0 sfsssfssf             (113)  

なので，十分小さい に対して， 

f (s0 + (s  s0)) < f (s0).                    (114)  
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(112)，(114)式より, s0が最小化解であることに反する。したがって，Aは Bの内

点を含むことはない。これにより，(r, z)  Aのときは必ず r  0，z  oとなる。 

補題４の証明終 

 

補題４から，A, Bに対してハーン＝バナッハの定理が適用でき32)， 

r0r + z, *   ， (r, z)  A                  (115)  

r0r + z, *   ， (r, z)  B                  (116)  

なる r0, *, が存在する。ここで， *(z) = z, * である。(0, o)  A，(0, o)  B

より，  = 0となる。任意の(r, z)  Bに対して，r  0，z  oであるから，(116)式

より，r0  0， *  0となる。後者の式は(39)式である。 

補題３より s0は正則点となるので， 

G(s0, Q) + G(s0, Q; s) < o                    (99)  

なる sが存在する。このことから，r0 = 0ではないので33)，(115), (116)式の両辺

を r0で割り，r0 = 1としてもよい。r = f (s0; s)，z = G(s0, Q) + G(s0, Q; s)なる(r, z)

についても，(115)式が成り立つので， 

f (s0; s) + G(s0, Q) + G(s0, Q; s), *   0， s  .         (117)  

s = s0のとき， f (s0; s) = 0， G(s0, Q; s) = oとなるから， 

G(s0, Q), *   0.                       (118)  

一方，G(s0, Q)  o， *  0より， 

G(s0, Q), *   0.                       (119)  

                            
32) ハーン＝バナッハの定理とは，次のようなものである。K1, K2を X の凸集合とし，K1

は内点を含み，K2は K1の内点を含まないものとする。このとき，K1, K2を分離する閉超
平面が存在する。すなわち， 

xxxx
KxKx

,inf,sup
21

 

なる x*が存在する。 
33) r0 = 0のとき，(115), (116)式より， z, *  = 0となり， *  0より，z = oである。これ
は，(99)式に反する。  
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上の２式より， 

G(s0, Q), *  = 0.                       (120)  

これは(40)式と同じである。一方， *の線形性と(120)式より，(117)式は次のよ

うになる。 

f (s0; s) + G(s0, Q; s), *   0， s  .             (121)  

これは(38)式に他ならない。 

証明終 

 

吉田＝ヒューイットの分解定理より34)， *  l *は次のように表すことができ

る35)。 

                            
34) 吉田＝ヒューイットの分解定理とは，任意の有限加法的測度 が，可算加法的測度 C

と，純有限加法的測度 Pとに分離できるというものであり， 
 = C + P 

となる。ここで，可算加法的測度 Cは，通常の意味の測度であり， 

11

)(
i

i
C

i
i

C EE  

を満たすが，純有限加法的測度  
Pは， 

n

i
i

P
n

i
i

P EE
11

)(  

のみ満たされ，かつ 0  C  Pなる可算加法的測度 Cが存在しない，そのような Cは
恒等的に C = 0である。すなわち，可算加法性を極力排除した測度である。 

35) x = {x0, x1, }  l は，整数の集合上の関数列である。整数 p（= 0, 1, ）に対して，    
x(p)  (a, b)とする。(a, b)を a = y0 < y1 <  < yn = b，(b  a)/n < と区分して，Ei = {p| yi <  
x(p)  yi + 1}とする。整数全体の分割を  = {E0, E1, , En}とする。集合 Eiの代表点 pi  Ei

（i = 0, , n），任意の整数 pに対して， 
n

i
Ei ppxx

i
0

)()()(  

と定義する。ただし， E(p)は指示関数である。 

)()(sup)( pxxxx
p

 

であるから，分割 を可能な限り細かくすると， 
0)(lim xx . 

ここで，線形汎関数   l *に対して， (E) = ( E(p))とおくと， は整数のべき集合上の
有界な有限加法的測度になる。 の線形性より， 
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ˆ)(
0

d
t

tt ，   l                (122)  

0t
t .                         (123)  

ここで， 0}{ tt は 上の可算加法的測度である。また， ˆ は有界な純有限加法

的測度であり，正の整数のべき集合上の測度である。 の要素 t（t = 0, 1, ）

について，有限個の要素が非ゼロで，残りの無限個の要素がゼロであるとき， 

0ˆd                          (124)  

となる。 

 

補題５（純有限加法的測度の性質） 

0ˆd ，   l .                     (125)  

 

                                                                                                                                             
n

i
Ei ppxx

i
0

))(()())((  

n

i
ii Epx

0

)()(  

吉田＝ヒューイットの分解定理より， 
n

i
i

P
i

C
i EEpx

0

)}()(){(  

n

i
i

P
i

n

i
i

C
i EpxEpx

00

)()()()( . 

分割 を可能な限り細かくする。左辺は， 
(x( ))  (x). 

右辺第２項は収束し（Hildebrandt(1934)）， 

P
n

i
i

P
i xdEpx

0

)()( . 

また，分割は{{0},{1}, }となるから， })({pCC
p ，x(p) = xp（p = 0, 1, ）とすると， 

00

)()(
i

i
C
i

n

i
i

C
i xEpx . 

よって， 
P

i
i

C
i xdxx

0

)( . 
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証明 

背理法で証明する。 

0ˆ
1d                         (126)  

なる   l が存在すると仮定する。 2がどんなに小さくても， 

0ˆ
122 d                       (127)  

が成り立つ。第 T期を境として列 を２つの列に分割する。すなわち， 

Tt
TttT

t 00
                    (128)  

Tt
Tt

t
t 0

01                     (129)  

として， 

1 = { 0, 1, , T  1, 0, 0, , }                 (130)  

T = {0, , 0, T, T + 1, }                   (131)  

と置くと， 

 = 1 + T                          (132)  

となる。要素で表すと， 

},,,,,,{},,,,,,{ 1
1

1
1
1

1
01110

T
T

T
TTTTT       (133)  

となる。すると， 

ˆ)(ˆ 1
22 dd T  

ˆˆ
2

1
2 dd T .               (134)  

1はゼロの要素が無限個あり， ˆ が純有限加法的測度であることから， 

0ˆ1d                          (135)  

が成り立つ。これより，(134)式は次のようになる。 
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ˆˆ
22 dd T .                     (136)  

ここで， 

G(s0, Q; s1) = 2 T                      (137)  

G(s0, Q; s2) = 2 T                      (138)  

なる s1, s2  が存在することを示す。 q̂について， 

t

T
t

tt Q
qq 201 1ˆˆ （t = 0, 1, ）                 (139)  

となり，それ以外の要素は s0と同じである s1を考える。このとき， 01 ˆˆ tt qq は許

容可能な変分である36)。というのも，Qt  （t = 0, 1, ）なる  > 0と， t な

る が存在するので， 2を十分小さく取り， 

12                            (140)  

とすることができ，したがって， 

122

t

T
t

Q
                        (141)  

と変分を十分に小さくできるからである。このような s0, s1について，次式が導

かれる。 
t

ttttt dxxxqxqysQsG
0

)(ˆ01010 2

1

0

)|(ˆ)}(ˆ)(ˆ{ˆ);,(  

t

t
t

T
t

t dxx
Q

xqy
0

)(ˆ200
2

1

0

)|(ˆ)(ˆˆ  

t

tt
t

T
t dxxxqy

Q 0

)(ˆ002 2

1

0

)|(ˆ)(ˆˆ .        (142)  

Gt(s0, Qt) = 0ならば， 

t

t

tt Qdxxxqy
0

)(ˆ00 2

1

0

)|(ˆ)(ˆˆ                 (143)  

となるから，(142)式は次のようになる。 

                            
36) s0, s1  について，s0 + (s1  s0)  となる変分は許容可能な変分である。 
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T
ttt sQsG 2

10 );,( .                     (144)  

また， q̂について， 

t

T
t

tt Q
qq 202 1ˆˆ （t = 0, 1, ）                (145)  

となり，それ以外の要素は s0と同じである s2を考えると，同様の議論により，

次式を得る。 

T
ttt sQsG 2

20 );,( .                     (146)  

ここで， 

T
t

tT

T

T
suplimlim  

tt
lim                         (147)  

なので， 

0lim T

T
                         (148)  

ならば， 

0lim tt
                          (149)  

である。このとき，補題５は成立する37)。そこで， 

0limlim 3tt

T

T
                    (150)  

のケースを考える38)。ところで， 

)),(()();( 0
2

0

2
0

2
00 T

T
T sf

d
sdfssf

        
(151)  

                            
37) p  のとき x(p)がゼロに収束するならば，集合 Ep = {p}について， 

1
)()()(

p
p

C Epxx ，
1

)(
p

p
C E  

と書ける（Hildebrandt(1934)）。 
38) どのような T に対しても 0T であり，T が大きくなるほど， Tの要素のうち 0 と
なるものが増えるので， T は Tの非増加関数となる。したがって， T の極限値が存
在する。 
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0 0

2
0

0
2

00 ),();,(
t

t
T

t
t

T
ttt d

QsdGsQsG  

0

0
2 )),,((

t

T
tst QsG

       
(152)  

であり， 0lim tt
であっても，T  のときは 0T

t （t = 0, 1, ）となるから， 

0);(lim 2
00 T

T
ssf                     (153)  

0);,(lim
0

2
00

t

T
tttT

sQsG
                

(154)  

となる。一方，(127)，(136)式から，Tをどんなに大きくしても， 

0ˆˆ
2122 dd TT

               
(155)  

であり，(144)，(146)式を代入すると， 

12
ˆGd .                       (156)  

(122)式より， 

ˆ)(
0

GdGG
t

tt .                 (157)  

Tを十分大きくすると，(154)式より右辺第１項はゼロになり， 

12
ˆ)( GdG .                   (158)  

したがって，(153)式から，十分大きな Tに対して， 

f + *( G) = ± 2 1.                      (159)  

つまり， 

f + *( G) < 0                        (160)  

なる許容可能な変分が存在する。これは補題４に矛盾する。したがって，(126)

式を成立させる   l は存在しない。 

証明終 
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補題５より，線形汎関数 *  l *は， 

0
)(

t
tt （t = 0, 1, ）                (161)  

と表される。 

この関係を用いて，(38)式を計算してみる。最適解を ]ˆ,ˆ,ˆ[ 0000 qys として，
]ˆ,ˆ,ˆ[ 1111 qys に対して変分 s1  s0を考える。 

（1） q̂の変分について 

第 t期に )(ˆ)(ˆ 01 xqxq tt となる以外は，要素がすべて s1 = s0である s0, s1  を考
える。このとき， 

Gi(s0, Qi; s1) = 0， i  t                    (162)  

となる。したがって，(161)式に当てはめると， 

*( G(s0, Q; s1)) = t* Gt(s0, Qt; s1).                (163)  

このとき，(38)式は次のようになる。 

0)ˆˆ(
ˆˆ

01
tt

t

t
t

t

qq
q
G

q
f .                  (164)  

f, Gtを tq̂ で偏微分して上の式に代入すると， 

0)|(ˆ)}(ˆ)(ˆ}{))(ˆ({ˆ
0

)(ˆ0100 2

1

0
t

ttttt
t dxxxqxqxxqcy ， 1ˆtq .   (165)  

ただし， 1ˆtq は可積分な関数に限る。 

「正の測度を持つ集合」を，その集合上で
t

t xy
0

)(ˆ0 )|(ˆˆ 0

が正のルベーグ測 

度を持つ集合として定義する。すなわち，第０期から第 t 期までの間に参入し
た企業のうち，第 t 期においても市場で活動している企業の測度は正である。
したがって，この集合上での変分のみ，f，Gの値の変化に影響を与える。 

(165)式より，次の補題が示される。 

 

補題５（可算加法的測度の性質）
測度ゼロの集合以外の集合上では， 

0))(ˆ( 0 xxqc t
t

t （t = 0, 1, ）               (41)  

が成り立つ。 
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証明 

任意の 1ˆtq で(165)式が成り立つためには，(41)式が成り立っていないといけな

い。このとき， t* > 0となっていることを確認する。 

Qt > 0ならば， 
t

ttt dxxxqyQ
0

)(ˆ00 )|(ˆ)(ˆˆ 0

                 
(166)  

から，正の測度を持つ集合上では 0)(ˆ0 xqt となる。ゆえに， 0))(ˆ( 0 xqc t である。

このとき，どのような 1ˆtq に対しても(165)式が成り立つためには， t* > 0でなけ

ればならない。なぜならば， t* = 0のときは， 0))(ˆ( 0
tt

t xxqc となり，許容

可能な変分 0)(ˆ)(ˆ 01 xqxq tt に対して，(165)式は成立しなくなるからである。 

また，正の測度を持つある集合上で 0)(ˆ0 xqt ならば，c (0) = 0であるので， 

(165)式の左辺＝
t

ttt dxxxqy
0

)(ˆ10 2

1

0

)|(ˆ)(ˆˆ
         

(167)  

となり，(165)式を逸脱するような許容可能な変分 0)(ˆ1 xqt が存在する。したがっ

て， 0ˆ0
tq でなくてはいけない。  

証明終 

 

（2） ŷの変分について 

第 t期について 01 ˆˆ tt yy となる以外は，すべての要素が s1 = s0となる s0, s1  

を考える。(38)式は次のようになる。 

0)ˆˆ(
ˆˆ

01
tt

tj t

j
j

t

yy
y
G

y
f ， 1ˆty .              (168)  

よって， 

0
ˆˆ

0ˆ 0

tj t

j
j

t
t y

G
y
fy

                 
(169)  

0
ˆˆ

0ˆ 0

tj t

j
j

t
t y

G
y
fy .                 (170)  

f，Gtを tŷ で偏微分して上の２式に代入することで，次の条件が導かれる。 
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tj

t
jjjj

j kdxtxxqWxxqc2

1

0

)|(ˆ)}(ˆ])1())(ˆ([{ )(ˆ00   0， 0ˆty   0（複号同順）． 

(42)  

 

（3） ˆの変分について 

ある i について )(ˆ)(ˆ 01
ii となる以外は，すべての要素が s1 = s0となる s0,   

s1  を考える。 )(ˆi とは，第 期に参入し，i期間市場で活動しているときの

退出政策であるので，この変分は第  + i期以降の期待生産量に影響を与えるが，

Gt（t <  + i）には影響を与えない。したがって，(38)式は次のようになる。 

0)}(ˆ)(ˆ{
)(ˆ)(ˆ

01
ii

ij i

j
j

i

Gf
.            (171)  

f，Gtを iˆ で偏微分して上の式に代入することで，次の条件が導かれる。 

0)}(ˆ)(ˆ{ˆ)|(
)(ˆ

ˆ
)}(ˆ])1())(ˆ([{ 010

)(ˆ
002

1

0

ii
ij i

t
jjj

j ydxxxqWxxqc ， )(1̂
i . 

(43)  

 

補題６（制約付き費用最小化問題とラグランジュ関数の最小化問題との同値性） 

(41)，(42)，(43)式を満たす(s0, *)について，ラグランジュ関数 

L(s, *) = f (s) + *(G(s, Q))                   (37)  

は最小となる。また，f (s0)は大域的な制約付き最小値となる。 

 

証明 

（1）まず，Lが s0で最小化されているとき，f (s0)は大域的な最小値となること

を示す。 

f (s1) < f (s0)                         (172)  

G(s1, Q)  G(s0, Q) = o                     (173)  

なる s1  が存在するとき，補題４より *  0なので， 

*(G(s1, Q))  *(G(s0, Q)) = 0.                 (174)  

 
= 

= 
> 
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(172)式と併せて， 

f (s1) + *(G(s1, Q))  f (s0) + *(G(s0, Q)) .             (175)  

これは，L が s0で最小化されるという前提に反する。したがって，このような

s1は存在しない。 

 

（2）次に， 

L(s, *)  L(s0, *)， s                    (176)  

を証明する。cは凸関数なので，(41)式を考慮に入れると， 

)ˆˆ)(ˆ()ˆ()ˆ( 000
ttttt qqqcqcqc  

)ˆˆ()ˆ( 010
ttt

t
t qqxqc .                (177)  

補題５より， 

0
),()),((

t
ttt QsGQsG .                 (178)  

上の２式を用いると， 

0
),()()),(()(

t
ttt QsGsfQsGsf  

0 0

)(ˆ2

1

ˆˆˆ}ˆ])1()ˆ([{
t

ttt
t

t

tttt
t QykdxyqWxqc  

0 0

)(ˆ002

1

ˆˆˆ}ˆ])1()ˆˆ()ˆ([{
t

ttt
t

t

tttttt
t

t
t QykdxyqWqqxqc  

0 0

)(ˆ002

1

ˆˆˆ])1(ˆ)ˆ([{
t

ttt
t

t

ttt
t

t
t QykdxyWqxqc  

0

)(ˆ00 ˆˆ])1(ˆ)ˆ([ˆ 2

1

QykdxWqxqcy
t

ttt
t

t
t . (179)  

ここで， 

pt = t t*                          (180)  

と置くと，利潤関数 (pt, xt*)は 

xqcqx ttt
t

t
t )ˆ(ˆ),( 00                  (181)  

と書けるので，(179)式右辺の{}内を最小化する問題 
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t
tt

tt dxWxy 2

1

)(ˆ

)(ˆ
ˆ])1(),([ˆmin           (182)  

の解が ),}({)(ˆ 0
0

tt
t となる。この問題の１階の条件は(43)式である。 

ここで， 

kdxWqxqcr
t

ttt
t

t
t 2

1

0 )(ˆ00 ˆ])1(ˆ)ˆ([
       

(183)  

とすると，(179)式は次のようになる。 

00

ˆ)),(()( QryQsGsf  

0

0

00

0 )ˆˆ(ˆ ryyQry  

0

0

0

0

0

0 )ˆˆ(),(ˆ ryyQsGry  

0

000 )ˆˆ()),(()( ryyQsGsf .      (184)  

0ŷ のとき(182)は最小値を達成するので， 
0ˆˆ yryr ，  

0)ˆˆ( 0 ryy ， .                     (185)  

したがって，(184)式は， 

f (s) + *(G(s, Q))  f (s0) + *(G(s0, Q)) .             (186)  

証明終 

 

補題７（K(Q)の性質） 

ⅰ）K(Q)は Qの凸関数である。 

ⅱ）K(Q)は Qの各要素について微分可能で， 

t
tQ

K .                          (187)  
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証明 

ⅰ）の証明： 

Q = Q0のときの費用最小化解を s0，Q = Q1のときのそれを s1とする。このとき， 

G(s0, Q0) = o                         (188)  

G(s1, Q1) = o                         (189)  

である。(189)式より， 
t

ttt dxxxqyQ
0

)(ˆ111 2

1

1

)|(ˆ)(ˆˆ .                 (190)  

さらに， 
0

0

)(ˆ1101 2

1

1

)|(ˆ)(ˆˆ),( t

t

tttt QdxxxqyQsG  

01
tt QQ .                     (191)  

ゆえに， 

G(s1, Q0) = Q1 + Q0.                      (192)  

補題６，および *が線形汎関数であることを考慮に入れると， 

f (s0) + *(G(s0, Q0))  f (s1) + *(G(s1, Q0)) 

 f (s1)  f (s0)  *(G(s0, Q0)  G(s1, Q0)).             (193)  

K(Q0) = f (s0)，K(Q1) = f (s1)，さらに(188)，(191)式より，上の式は次のように書

き換えられる。 

K(Q1)  K(Q0)  *(Q1  Q0).                  (194)  

ここで， 

Q  = Q1 + (1  )Q2                      (195)  

として，(194)式に当てはめると， 

K(Q1)  K(Q )  *(Q1  Q )                   (196)  

K(Q2)  K(Q )  *(Q2  Q ).                  (197)  

(196)式× ＋(197)式×(1  )を計算すると， *の線形性より， 
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K(Q1) + (1  )K(Q2)  K(Q )  *(Q1  Q ) + (1  ) *(Q2  Q ) 

= *( Q1 + (1  )Q2  Q ) = 0.     (198)  

よって， 

K(Q1) + (1  )K(Q2)  K( Q1 + (1  )Q2).            (199)  

 

ⅱ）の証明：

第 t期において

01 )1( tt QQ ，  > 0                     (200)  

となること以外は Q1 = Q0であり，この について， 

)(ˆ)1()(ˆ 01 xqxq tt                       
(201)  

となること以外，すべて 01~ ss となるような 1~s を考える。すると， 

)~()( 11 sfsf                         (202)  

となるので， 

)()~()()( 0101 sfsfsfsf  

        
t

ttt
t dxxxxqcxqcy

0

)(ˆ010 2

1

0

)|(ˆ))}(ˆ())(ˆ({ˆ  

        
t

ttt
t dxxxxqcxqcy

0

)(ˆ000 2

1

0

)|(ˆ))}(ˆ())(ˆ)1(({ˆ . (203)  

ここで， 

)()(ˆ))(ˆ())(ˆ())(ˆ)1(( 0000 oxqxqcxqcxqc tttt .          (204)  

さらには， 0),( 00
tt QsG より， 

t

ttt dxxxqyQ
0

)(ˆ000 2

1

0

)|(ˆ)(ˆˆ
                

(205)  

なので， 
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(203)式＝ )()|(ˆ)(ˆ))(ˆ(ˆ
0

)(ˆ000 2

1

0

odxxxxqxqcy
t

ttt
t  

)()|(ˆ)(ˆˆ
0

)(ˆ00 2

1

0

odxxxqy
t

ttt （(41)式より） 

)()|(ˆ)(ˆ
0

)(ˆ00 2

1

0

odxxxqy
t

ttt （ t*の線形性より） 

)(0 oQtt （(205)式より）．            (206)  

以上より， 

)()()( 001 oQsfsf tt .                  (207)  

また，(194)，(200)式より， 

00101 )()()( tt QQQQKQK .             (208)  

この２式より， 

001010 )()()()()( tttt QQKQKsfsfoQ .       (209)  

両辺 0
tQ で割ると， 

t
t

t Q
QKQKo 0

01 )()()( .                (210)  

  +0とすると， 

t
tQ

QKQK
0

01

0

)()(lim .                   (211)  

(200)，(201)式を  < 0として，上と同様の議論をすることで，次式が導かれる。 

t
tQ

QKQK
0

01

0

)()(lim .                   (212)  

これより，右側微分係数と左側微分係数が一致するので，K(Q)は微分可能であ

り，かつ(187)式が成り立つ。 

証明終 
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定理２（均衡の存在，一意性，最適性） 

ⅰ）市場均衡条件(E-1), (E-2)を満たす市場均衡価格列 0}~{~
ttpp ，および市場均

衡参入列 0}~{~
ttyy が存在する。 

ⅱ）市場均衡 )~,~( yp は一意である。 

ⅲ）市場均衡 )~,~( yp に対して， 

t
t

tp~                          (50)  

と置くと， 

)~,~( ypQQ tt                         (51)  

)|~()(ˆ xpqxq tt                        (52)  

),~()(ˆ p                         
(53)  

となる。このとき， 0)}~,~({ tt ypQ は社会的余剰 S(Q)を最大化し， ])}|~({),,~(,~[ 0tt xpqpy

は最小費用 K(Q*)を達成する。 

 

証明 

（1）S(Q)最大化解が市場均衡となることの証明 

生産量について，(41)式を tt qq ˆˆ としたものが，Q = Q*のときの総費用最小

化の１階の条件である。(50)式より， 

xxqcp tt ))(*ˆ(~ （t = 0, 1, ）                 (213)  

となる。企業の１階の条件(2)式と比べると， 

)|~()(ˆ xpqxq tt                        (52)  

となる。 

  退出政策について，(43)式を tt qq ˆˆ ， )(ˆ)(ˆ としたものが，Q = Q*の

ときの総費用最小化の１階の条件である。一方，企業の１階の条件(26)式につい

て，(50)式および 

xqcqx ttt
t

t
t )ˆ(ˆ),(                 (214)  

と置くことで，２つの条件は一致するので， 
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),~()(ˆ p                         (53)  

)~;|()|(ˆ )(ˆ pxx tt                     (215)  

となる。 

  参入について，(42)式を tt qq ˆˆ ， )(ˆ)(ˆ としたものが，Q = Q*のとき

の総費用最小化の１階の条件である。両辺を  tで割り，(50)，(214)，(215)式を

当てはめる。これにより導かれる式は， 

kpdxWxpWkpxV
t

tt
t 2

1

);|(})1(),({);0,( 0   W，yt  0（複号同順） 

(216)  

となる。これは市場均衡条件(E-2)に他ならない。 

総生産量について，(48)式より， 

Dt(Qt*) = t t*.                        (217)  

(50), (51)式より， 

ttt pypQD ~))~,~(( .                       (218)  

この式は市場均衡条件(E-1)と同じである。したがって，S(Q)最大化解は市場均

衡になっている。S(Q)最大化解が存在するという事実をもって，市場均衡も存

在することを示した。 

 

（2）市場均衡は S(Q)最大化解となることの証明 

(50)，(187)式より，市場均衡 )~,~( yp は， 

))~,~((~ ypQ
Q
Kp t

t

t
t                     (219)  

を満たす。市場均衡条件(E-1)より， 

))~,~(())~,~(( ypQ
Q
KypQD t

t

t
tt .                (220)  

これは，S(Q)最大化の１階の条件(48)式と同じである。したがって， )~,~( ypQt は

S(Q)を最大にする。S(Q)は凹関数であるから，最大化解は一意である。すなわち，

)~,~( ypQQ tt として一意に定まる。市場均衡が社会的余剰を最大にするという

 
= 

= 
> 
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意味で，均衡は最適となる。 

証明終 
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